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PREFATA

Imi revine plcuta misiune de a preéa o carte deosehita unei
autoare deosebite, atat ca struttimtelectuai, cat mai ales ca préatre
profesional.

Autoarea este cunos@upentru activitatea sgtiintifica Tn domeniul
tehnicilor de investigare a materialelor ceramicbazalitice, precunsi in
domeniul proprieitilor dielectricesi feroelectrice a materialelor ceramice, in
acelgi timp si pentru pasiunea cu carg tlesfisoai activitatea de dasksi
cerceiitor in domeniul fizicii clasicgi moderne.

Cartea cuprinde toate capitolele de fizmunoscute de la principiile
mecanicii clasice, principiile mecanicii analiticeglemente de teoria
relativitatii restranse, fizica fluidelor, termodinamicg fizica statistid,
electromagnetismi electrodinamia, elemente de mecagicuanti@, fizica
atomului si moleculei, fizica solidului, fizica nucleului atgc si a
particulelor elementare.

Cartea este utilatat studetilor de la indtamantul cu profil tehnic,
studenilor de la Tndtaméantul universitar de specialitate, citcelor care
doresc &-si largeasé orizontul intelectual in domeniile capitolelor emerate
mai sus. Sunt convingi@cest manual poate fi utilizgitde o parte a elevilor
din ultima cla& de liceu, care se pragsc pentru admiterea la facile de
fizica si la cele tehnice.

Prin numeroasele exemplg prin grafica deoseliit realizai de
autoare, cartea este utilizatu mul& caldura de tai cei interesa in domeniul

fizicii clasicesi moderne.

Prof. univ. dr. Mihai Toader

Universitatea Politehnici din Timisoara






CUVANT INAINTE

Cursul se adreseain primul rand studeitor de la Facultatea de
Inginerie Mecanig si Electrici, forma Invitimant la Distati si cu
Frecvama Redu4.

Pornind de la locul fizicii Tn formarea viitorilomgineri, am
incercatsi cred ca in bulh masua am reyit sa selectez acele cusgtinte
de fizica care se integreazarmonios in pregirea de specialitate, Tn
condtiile progresului tehnic contemporan.

Logica ordodrii materialului prezentat in manual, are la baz
programele analitice Tn vigoaseeste subordonatrealititilor contactului
direct al specialistului cu realidle moderne din domeniul tehnicii. Se
are in vedere préagrea specialistului pentru atmosfera de @esade
gandire inginereadcsi de dobéandire a unei cultugtiintifice si tehnice,
necesare acti\itii de proiectare sau de elaborare a unor sistemmeide
sau tehnologice.

Cunatintelesi deprinderile dobéandite la cursul de fizicebuie &
dezvolte la studen cultura generalfundamental necesat intelegerii
fenomenelor la disciplinele de culiiuehni@a general si de specialitate.

Pentru sugestiilesi observaiile facute cu ocazia verifigii
continutului stiintific al cursului de fizi@, mutumesc urratoarelor cadre
didactice de la Universitatea POLITEHNAC din Timisoara:
Prof.univ.dr.ing. Liviu  Brandeu, Prof.univ.dr.ing. loan Fitero,
Prof.univ.dr.ing. Mihai ddanean, Prof.univ.dr.mat. Mihai Toader,
Conf.univ.dr.fiz. Aurel Erctia, Universitatea de Vest din Tigoarasi de la
Universitatea Petrol-Gaze din Plgie Conf.univ. Neagu Marian si Sef

lucrari dr. Hotinceanu Mihai.

Conf. univ. dr. fiz. Liana A. Sandru
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MODULUL 1. FIZICA CLASIC A
1. PRINCIPIILE MECANICII CLASICE

1.1. Legile mecanicii pentru punctul material

Punctul material este modelul fizic creat pentru aorp al @rui
dimensiunisi forma pot fi neglijate, in anumite condj astfel incat poate fi
asimilat cu un punct geometric, in care este cdragrintreaga sa mas

Poztia unui punct material (fig. 1.1) este determindé vectorul de
pozitie r ce unegte originea sistemului de coordonate cu punctulenmlt
consideratsi ale crui componente sunt determinate de coordonatele
cartezieng, y, zadic:

F=xi +yj+ . (1.1)
Viteza unui punct material este #late vectorulv (este orientat dup

tangenta la traiectoria punctului material) defprin relgia:

ar
V=—. 1.2
o (1.2)
Acceleraia unui punct material este date expresia vectoril
. 2.
v _dT (1.3)
dt qt?

Este situat in planul oscilator al traiectorigi indreptai spre interiorul
concavititii traiectoriei. In general vectorul accelgea nu este tangent la
traiectorie (exceptand cazul gairii rectilinii).

Legea inettiei. Un punct materialamane in starea de repaus sau de
migcare unifornd si rectilinie (accelerge nuk) dac asupra sa nu goneaz
nici o fona, adic a=0 candF =0.

Legea fundamentai a dinamicii. Viteza de varige a impulsului unui

punct material este progmnak cu fota ce agoneaz asupra corpului.

Definim impulsul camv, undem este masai v este vectorul vitez

- _dp_d(mv) _ 4V _
F=—=——=m =ma.
at . dt at (1.4)
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In S.I. masan se misoa# Tn kg, acceletia a in m/$, iar fora E inN.
Un newton este fea care agonand asupra unui corp cu masa de un kilogram
ii imprima o accelerge de 1m/&

Principiul agiunii si reaciunii. Ori de céate ori interaoneaz doui
corpuri, fota Fa pe care corpul o exercii asupra corpuluR este egalsi

de sens contrar cu t,arflz pe care corpuR o exercif asupra corpulul,
adiai:
F, =—Fp. (1.5)

Principiul suprapunerii feelor. Daca mai multe fote agioneaz in
acelai timp asupra unui punct material, fiecaretioproduce propria sa
accelerée, in mod independent de pretgewelorlalte fore, fotta rezultant
fiind suma vectoridl a fotelor individuale

Aceast lege rezult din ecudia (1.4): dag forta rezultart F este

—

. .d L . A A
nula, atunci d_p =0, adi@ impulsul punctului materialiméne constant in

timp.

7

R/
~y
)

Figura 1.1

Aceast lege se reférla momentul cinetic al unui punct materisl
(fig. 1.1), In raport cu un punct fi© (centru). Prin definie, momentul
cinetic este ririmea fizici vectoriah
L=rxp, (1.6)
under este vectorul de pai al punctului material fa de centrulO. Dac
asupra punctului material #aneaz forta rezultart F, atunci momentul

fortei, Tn raport cu punctuD, este dat de refia:



M =7rx |E , (17)
undeM depinde de alegerea punctuli Derivand expresia (1.10), n raport

cu timpul, se otine:

dL _d,. . df . _ dp

— =—(XpP)=—Xxp+rx—. )

at “ar PTG Py 18

Deoarece in refa (1.11)
d_rxp:\?xm\?=0+rxﬂ,
dt dt
se ohine expresia:

dL -
—=rxF =M. 1.9
at (1.9)

Momentul cinetic #mane constant in timp dacmomentul fortei
dL
rezultanteM este nul, deoarec%? =0.

Legea de conservare a momentului cinetic este valabat pentru
miscarea pe o traiectorie Inchjscatsi pentru traiectorii deschisg procese

de ciocniri Intre particule.

(C4)

(Cy)

Figura 1.2

Fone conservative. In cazul in care lucrul mecanictefe de o fat
intre dod puncte, nu depinde de curba pe care se deptapeaztul du de
aplicaie, forta se numge conservativ. Astfel de fote sunt deci caracterizate

prin condiia:

16



B B
[Fdr= [Fdr, (1.10)
ACD AC2)

unde (Cy) si (Cy) sunt dodé curbe ce unesc punctédesi B (fig. 1.2).
Din relgia (1.10) rezukt ca lucrul mecanic efectuat de o far

conservatig pe un contur inchigC) este nul:

§ﬁmr=o.

1.11
© (1.11)

Folosind teorema lui Stokes, rgéa(1.10) se poate scrie sub forma

§ Frdr = [[(OxF)ds=0,

(1.12)
(®) (S
undeS este o suprafaarbitras marginita de curbgC).

ik

- - |0 0 0
OxF =rotF =|— — —. 1.13
ox oy o0z ( )

Fe F, F,

Suprafaa Sfiind arbitrag, din relaia (1.11) rezult
OxF =0. (1.14)

Fonele sunt neconservative dalucrul mecanic al acestor ter intre
dowa puncte, depinde de curba pe care se deplagestul lor de apligse.
Un exemplu de fae neconservative sunt fete de frecare. Astfel in cazul
miscarii cu frecare a unui corp o parte din energia tddea acestuia se
transformi Tn dildura. Datoriti acestui fapt legea conseérv energiei
mecanice nu este indepliit

Energia cinetig este o ririme care caracterizeastarea de ngcare a
unui punct material. Deoarece:
dr

dr ==
dt

[t =vdt iar F :%,
dt

lucrul mecanic elementar (1.14) se poate scriduba:
dp

dL:EWdt:d(mV)W:d(%mvzj. (1.15)

17



Marimeamv/2 se numete energie cinetica punctului materiai se
noteaz prin T. Expresia:
dL = dT, (1.16)
reprezind legea varigei energiei cinetice sub fordrlocak (sau diferetiala).
Prin integrare intre punctel&é si B se ohine forma sa global (sau
integrah):

_mvi_my}

L 1.17
(A-B) = > (1.17)

Lucrul mecanic efectuat de farF intre puncteleA si B este egal cu
varigia energiei cinetice a punctului material intre laag puncte. Relga
(1.14) sugeredzposibilitatea definirii unei furtg U(r) =U(x,y,2z), astfel
incéat fora F si derive din gradientul acestei func

ou ou J

F=-0U =_[W[ﬂ — 0+ (1.18)

Deoarece rotorul unui gradient este intotdeauna expresia (1.18)
satisface conda (1.14). Funga U (r) astfel defini§, se numgte energie
poteniald a punctului material, de vector de pozir. Daa se folosgte
expresia (1.18) pentru f@r conservati¥, atunci lucrul mecanic efectuat de
aceasta, intre dagpuncte infinit vecine este:

dL = Fdr = -0Udr . (1.19)

Avand n vederex

nudr = Y ax +a—Udy+a—Udz du,
0X oy 0z
relaia (1.19) devine:
dL=-dU, (1.20)

. r— -
U(r):— Fldr =-L/ -. 1.21
[Frer=-ty ) 21
Energia potefiala a punctului material intr-un punct de vector de

pozitie I este egal cu lucrul mecanic. efectuat de farF , luat cu semn

schimbat, cand punctul material este deplasat dinctpl de referith

18



(punctul de la infinit) Tn punctul respectiv. Inzcé fortelor conservative, prin
compararea refalor (1.16) si (1.20) se obne:

d(T+U)=0, (1.22)
adia T + U const., exprira legea consekvii energiei mecanice.

Aplicatii

1.1.Miscarea unui corp este deséride ecugile de micare X = kt,
y=0, 2=0. S se calculeze spal parcurs de corp cardcreste de la O la
1s, presupunandidat =0, x=0, Y, =2, =1 m/s. Se cuncte k=6 m/<.

Rezolvare
Spaiul Sin fundie de timp:

2.6
S() = (x=% ) +(y= o) +(z-2,)* = \/ks—g+(y§ +2)2.

Pentru x= QV,=2=1m/ssi k=6m/§ => S=1,73m.

1.2.Un punct material se gua dupi legeas= A"V" - B", unde A,B
sunt constante reale positive, iar numar natural, cu condile initiale,
t=0v=yv,, respectivs=0. Si se determine dudpce interval de timp,

viteza devineky,,k > 1.

Rezolvare:
Din condiiile initiale:
v, =2
° A

Se diferefiaza legea spgului si se oline:
ds=vdt=nA"v"dt
Prin integrare:

J'; dt=nA" Lvov”‘zdv

t=DA

Vn—l _Vn—l

-y

Dupa intervalul de timpr de la inceputul rgcarii, viteza PM devineky,

_ nA"
n-1

n-1, ,n-1 n-1
T (k Vo —V, )



n-1
1.3. Miscarea unui punct material este descds ecugile parametrice
x =4e' +1, respectivy = 3¢' —1. Determina dependeta de timp a vitezeii
accelergei, precunsi traiectoria punctului material.

Rezolvare:
Componentele vitezei sunt:

v, =x=4¢e'\v, = y=3¢
v=,Jvi +Vv; =5e'm/s.
Componentele accelerai sunt:
a, =x=4e',a,=y=3¢
a=,a;+a; =5e'm/s’.

Pentru determinarea traiectoriei se elimiimpul intre cele dau
ecuaii parametrice de rgcaresi se ohine:

y:%(Bx—7),

care este ectia unei semidrepte ce pogte din punctul(5,2)
: 3
si are pantaz.

1.4. Ecudgiile parametrice de mtare ale unui punct material
sunt:

x(t) = Asinkt
y(t) = B(1- sinkt)
Descriei migscarea punctului material.
Rezolvare:

Se elimira timpul Intre cele dauecuaii parametrice de rgcaresi se
obtine:

X
=B{1-—|,
Y ( Aj
care este ectia unui segment de dredptu|X < A

Punctul material va executa o gcare oscilatorie de-a lungul acestui

segment de dreaptSe diferefiaza ecuaiile parametrice de rpcaresi se
obtine:

dx = kAcoskt [dt
dy = —kBcoskt [dt

ds=+/(dx)? +(dy)? = kvA? + B? coskt [t

20



s=+vA?+B?sinkt+C
Pentru determinarea constantei de integrare sesdsto condiile
initiale. Se presupuneada momentul ial, t, =0 - s=0 si se ohine

c=0.
s=+A? +B?sinkt,

ce descrie mcarea oscilatorie a PM, ce pogteedin origine.

1.5.Un punct material aruncat cu vitexg sub unghiula cu
orizontala IntAmpii din partea aerului o acceléema = -kv;k fiind o
constant de propotionalitate. Ecugile parametrice de ng¢are sunt:

V,COSa [, _
x=-20"" (1— e k@m)

1 o an) 1
=——|v,sina+= |[1-e™*%")-=
Y k[g(‘) kj( ) k

Sa se determine:

a) ecuda traiectoriei;

b) spaiul parcurs de punctual material pe orizo#tal

c) Tnaltimea maxini la care s-a ridicat punctual material.

Rezolvare:
a) Se elimid timpul intre cele dauecuaii parametrice de rgcaresi
se obine ecuda traiectoriei:

N .
y(x)=1 kvosmax+ 21 In(l— k [h Xj
kv, cosa k“g

b) Se impuney(x) =0 si se ohine x, =0,

N .

0:1 kvosmaXZ_I_ 3 inl 1— kg %, |.

kv, cosar k°g V, COs

ecuaie algebri@ care prin rezolvare furnizeazoordonatax, ce

reprezind chiar valoarea spalui parcurs de PM pe orizongl

c¢) Punctul material va urca paocand:
v, =0- ﬂ/ =0
dt

1 .
t. = @In(h kv, sina) —

_Vysina 1

Yoir <D kTgln(1+ kv, sina)

1.6. O particuh de mas8 m se mgca in planulx0z, avand vectorul de
pozitie F =acoswt [ +bsinwt [, undea, b si w sunt constante pozitivé a
> b.

a)Si se arate&particula se mca pe o elips;
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b)Si se aratexforta care agioneaz asupra particulei este orieritapre
origine;

C)Si se scrie expresia energiei cinetice a particuleipiinctele de
intersecie ale elipsei cu semidreptede si Oy;

d)Sa se arate&lucrul mecanic efectuat asupra particulei in tihymnei
rotaii complete a acestuia pe elipsste nul.

Rezolvare:
a)r=x0+y0=altoswtO +bBinwt [ ;
X = algos wt; y = blSin wit;

2 2
[éj +£Xj = cos?wt +sin?wt = 1;
a b

b) F = m[—ld— m—[(acoswt)[l+(bsmwt)[j = -mw’r;

c) E “Lgar :lm(wzazsinzcot+w2bzcoszwt).
¢ 2 \dt 2

In punctele de intersge wt = 0, respectivwt = g

21'[/00

d L= Tﬁ%’ :% (a -b )sm wt‘
0

1.7. Calculai lucrul mecanic efectuat de farvariabifi F(x) = 8N, undex
este exprimat in metri, id Tn newtoni, intre punctel&(xa = 0,2 m) si B(xg
=0,5m).

Rezolvare:

Xg Xg
Lag = jF(x)dx = j8x [Bx = 4(x3 —x3) =0,84J.

XA XA

1.8. Corpul cu masa m = 0,16 kg se lanseaz vitezav,, intr-un fluid
vascos la care rezistgnmecanig este r = 0,32 Ns/m. Spal de oprire este
de 3,2 m. Se ceré se calculeze viteza,.

Rezolvare:
Modulul fortei de rezistetd opuse de fluid la inaintarea corpului este:
F =rv
Legea a doua a dinamicii este:
__dv dvdx _ _dv
rv=-m—=-m——=-M—V
dt dx dt dx
Deci:
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dv

rv=—-—v
dx
Dupa separarea de variabile seiob:
m
dx=-—dv
r
Dupad integrare:
m
X=-—v+C

;
unde: C - constahtle integrare care séaggste cu condiile initiale:

X, =0V, :O:>C:?v0
Dependeta x = f(v) este:
X:Tm(Vo -v)

Pentrux = x,,,.,v =0 (corpul se oprge0, deci:

Vo = X, {r /m)=64m/s

1.9. Vectorul de pozie al unei particule cu masa m = 0,4kg, care se
misca in planul orizontal xOy este:
F =5cos3t [ +3sin3t[j (m)

Se cere:

a) ¢ se dedutecuaia traiectoriei;

b) €1 se calculeze foa care aioneaz asupra particulei in punctele
de intersege ale traiectoriei cu axele GkOy;

C) @4 se calculeze energia cinétia particulei in punctele de
intersedie ale traiectoriei cu axele Gk Oy;

d) s se calculeze lucrul mecanic efectuat dgafarare agoneaz
asupra particulei in curs de o peridad

Rezolvare:
a) r=x0+y0; x=5cos3; y=3sin3;
2 2
cos 3t :X—; sin? 3t :y—;
25 9

2 2
cog3t+sin?3 =+ =1 (elipsi)
25 9

b) V=F=-15sin3t 0 +9cos3t [j
a=r =-45cos3td - 27sin3t
a=-9(5cos3t 7 +3sin3t [ ) = ~9F =~

F=ma=-36r (fora este centrip&}
Tn punctul de intersegie al traiectoriei cu axa Oxt =0 iar in punctual
de intersetie cu axa Oy,at =7n/2. Acestea implig 7, =50; T, =3],
respectivF, = -180; F, =-1080] .



C) v, ==15sin3t; v, = 9cos3t
wt=0yv, =0,v, =9m/s, E,=162J
at=1ml2,v, =15m/s,vy =0, E, =45]
d) L= [Fr
df = (~15sin3t [ +9cos3t [ ) it
Perioada ngicarii este:
T=2nla=2n/3 (s

L=-36] " (5c0s3t  +3sin3t [F ){-~15sinat T + 9cos3t [ bt

2ml3
L= 172,8j0 sin3t cos3t [dt =0

1.10. Pe o pist fata de careu = 04, un atlet fuge pe durata=3s si

sare n lungime. Hitimea maxini pe care o poate atingetfale centrul &u
de greutate este h=0,50 mi Se calculeze lungimea maxinposibik a

sariturii neglijand frecarea cu aerul (g = a0 s?).

Rezolvare:

Pentru a &i in lungime, viteza sportivului trebuiea saibd doua
componentev, pe orizontal, care & duci Tnaintesi v, pe verticai care
si-i asigure timpul de zbot, =2v, /g iar v, =2gh. Pe duratd, in care
fuge pe orizontal pentru a atinge viteza,, asupra atletului @oneaz forta
de frecare,umg. Pe duratat,, (t2 :t—tl) in care se opinjee ca & faca

siritura, asupra sa doneaz forta normai N . Legea conse#vii impulsului
pe axele Oxi Oy conduce la retale:

Hmgt + LNt =my,
(N - mg)tz = my,

Din aceste reld si din expresiile:
t=t +t,,

v, =4/2gh,

se obine viteza de avans:

Vv, = /,1(\/2_gh + gt).

Lungimea 8&riturii este:

x=v, [t,, undet, =2,/2h/g.
Inlocuim expresiile pentrw, si t_ si obtinem:

x=2u,/2h/ g ‘5/29h+gt), X =84m

1.11. O sanie de masM, =24kg se poate mgca pe 0 suprafa
orizontah, fara freciri, 4 =0. Pe mas se afi un sac cu nisipm=4kg. La
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momentul infial t, =0, asupra saniekiiincepe agunea o fota F =12N,

iar nisipul incepeascurgi din sac cu debitut, =250g/s. S se afle viteza
saniei cand nisipul s-a scurs din sac.

Rezolvare:
M(t)= (Mo +m)_qot =M; —qt
Durata curgerii nisipului este:

t=m/m, =16s
:d—VZL
dt M, —qt
dv=—F ot
Mi_%t

Prin integrare:

F
v=—In(M, —q,t)+C
Yo

Introducand condiile initiale in ecuge:

C =£In M,
Qo
Rezult:
F M,
v—In——
o M; —qpt

Pentrut=16s, v=7,4 m/s.

1.12. Un vagon se poate gzia pe o suprafa orizontah cu frecare,
4=03. In vagon la cellal capit se gsete un tun care la momentul
initial (t0 =0V, = O) se trage un proiectil care se ke de peretele opus al

vagonului. Aflgi distartele parcurse de vagon f@ada oprirea sa considerand
urmatoarele secveap ale mgcarii:

a) de la lansarea proiectilului gala ciocnirea plastica acestuia cu
peretele opus al vagonului;

b) de la ciocnirea plastica proiectilului cu peretele pana oprirea
vagonului. Se cunosc: masa vagongi@ tunuluiM =3t, masa proiectilului

m=12C(kg, durata tragerii At =01s, viteza proiectilului fga de sol
v, =120m/s, lungimea vagonulul =120m, durata ciocnirii perete proiectil
At = At =0]ls.

Rezolvare:

Teorema de varige a impulsului la lansarea proiectilului:
Mv, = my, — Mg [At
v, =45m/s

Timpul in care proiectilul ajunge la cépl opus al vagonului:



I
Vl + V2
Teorema de varige a impulsului la ciocnirea proiectil-perete:
my, =M (v, - 4gt,) - Mg At = (M +m)y,
v, = 276m/s
Distartele parcurse de vagon @da oprire sunt:

1
SIEAAN _E,Ugtlz; S = 204m

t, =

. t, = 096s

:i- = 144m
S 20" S

1.13. De la supraf@ pamantului , la, =0, se lanseazpe verticai
corpul cu masa m=3kg viteza v, = 50m/s. Forta de rezistei cu care aerul
se opune ngcarii este propaonaki cu vitezasi opusi acesteia. Coeficientul
rezistenei mecanice a aerului este r = 0,03 s8 afle:

a) ecuda vitezei;
b) timpul de urcare;
C) ecuaia spaiului.

Rezolvare:
a) Ecuaia fundamental a dinamicii:
mg+rv=ma;, a=adv/dt
In proiedie pe axa Oy:
-mg-rv = mﬁl
dt
Separ variabilele:

dv
mg+rv

dt=-m

Integam:
m
t=-—In(mg+rv)+C
r

Constanta de integrare seaafhlocuind condiile initiale Tn relaia
precederit

C:?In(mgﬂvo)

Introducand constanta C in egaaimpului:
m, mg+rv
=" M9 Vo,
r mg+rv
r
mg+mv _ o

mg+rv,
. _ r. . .
Deoarecer /m= 001<<1, se face aproximarea (r/mk (J1-—t, inlocuind
m

in relgia precedent oltinem ecuda vitezei:
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Vot
vy, —gt-—2=
m

v=50-105t
b) Pentruv = 0 (oprire), din relda vitezei se ofine:
t, = 476s
t2 rvgt?
c =|vit=vt-g—-—2-+C
) y=| t-9 -
cu condiiile initiale y, =0;t, =0 se oline C = 0.
y =50 - 525°
Pentrut =t se ohine inaltimea maxind la care urg corpul:
Ymax =118M

1.14.Masa infiald a unei rachetgi a combustibilului esteM, =2t . La
momentul infial, racheta porrge din repaus, din originea axei Ox, in lungul
acestei axe. Gazele de ardere sunt ejectate ctuldgpi= 112kg/s si viteza
lor fata de rachet este mereu acegau=2000m/s. La momentul t=150s
racheta lansedzun proiectil in sensulas de mers, prin destinderea unui
resort. Masa proiectilului este m = 12kg iar energliberai de resort prin
destindere estAE = 10MJ . Fredrile sunt neglijabile.

Aflati viteza proiectiluluisi a rachetei duplansarea acestuia.

Rezolvare:
La un moment dat, masa rachetei este:

M =M, —qgt
Legea de vartge a impulsului:
Mv = (M —dM )(v+dv)+(v—u)dm
Neglijand termenii de formadM [dv, ce se otin prin prelucrarea
relaiei anterioare:
M [dv=uldM, adi@: dv=(uldM)/M
Deci:
_dv_  myu
Cdt M, —qt
Inlocuind n expresia luidv pe dM =q,dt si integrand okinem
viteza rachetei f& de sol:
vzu[ﬂnL; v=1755m/s

0o "o
Legile de conservare ale impulsuliiienergiei mecanice la lansarea
proiectilului sunt:

(M +mp =My, +my,
1, . 2 1., 1
=M +mM +AE=ZM V] +=m\;
2( )V 2t 27
Unde masa rachetgia proiectilului la momentul t:
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M +m=M, -q,t =183%g
Daci se rezola sistemul de ecui, se disesc vitezelev,,q,, si

V2( proiectil ) :

2mAE

V, =V— S : v, =1671m/s.
' MM +m) ™ im

2M AE
V, =V+ , : v, =14623m/s.
2 \mM +m) 2 %

1.15.Dac se dubleazimpulsul unui punct material, ce se poate spune
despre energia lui cinetie

Rezolvare:
Considerand un PM cu mass,, care se deplaseazu vitezayv, si

notand impulsul acestui PM cp, —

pO = rn0 |:\70
Energia cinetig se poate exprima in fume de impulsul PMsi are

forma:
2

co=mii= 25
Dublarea impulsului se poate face prin dublareaeimasspective prin
dublarea vitezei:
* dubland masa, impulsul PM deving =2p,, iar energia
cinetic:
2 2
g=P_ p P _pp
2[2m, 2m,
* dubland viteza, impulsul PM deving =2p,, iar energia
cinetic:

E =

C

1.16.0 bila de mas m este suspendatle un fir de lungime L=1,05 m.
| se imprind bilei o vitezi orizontal v, =6m/s. Si se determine la ce
Tnaltime va shbi intinderea firuluisi bila nu se va mai rgca pe cerc. Ce
vitezi are bila in acel moment? Se considgr=10m/s°.

Rezolvare:
Bila va descrie o traiectorie circufaatata timp cat componenta
greuttii in lungul firului de legtura, fir ce determia si raza traiectoriei, este
egah cu forta centrifug:
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Gcosazg.

Facand uzi de conservarea energiei se poate scrie sisteenetddi
algebrice:

mv?
mgcosa = —

L
m2v§ =mglL(1+ cosa)+%

Firul va skbi cand bila va ajunge ladghimea:
Vot oL _

h= L(1+ cosa) = 19m

Viteza bilei la aceastiniltime este:

2_
V= 1/Vo—szgl' = 224m/s.

1.17.Un corp de masm = 0,1 kg este legat de tavanul uneijpezi cu
Tnaltimea H=2,5m, printr-un fir inextensibil de lunginie=1m. Se scoate
pendulul astfel format din pag& de echilibru, astfel incéat firulasfaca

: n . . " 5 . o .
unghiul a = I cu poziia de echilibru. In aceaspoztie se imprind corpului

de mad m o vitea orizontah v,, in diregia perpendiculdr pe fir. S se
determine:

a) ce valoare are viteza impriraatorpului pentru ca unghiur sa
ramari constant;

b) energia necesapentru aducerea corpului din starea de echilibbru 1
aceast stare de mcare;

¢) n cat timpsi cu ce viteZ atinge corpul podeaua dala un moment
dat se rupe firu(g =98m/s’ )

Rezolvare:
In aceast probleni se discut despre ofinerea unui pendul conic
dintr-un pendul gravitgoonal.
a) Pendulului gravitzonal adus la unghiuér cu verticala locului, i se
imprima viteza orizontal v. Asupra corpului de masn acioneaz forta de
=2

greutatemg, orientad verticalsi forta centrifug , orientali orizontal,

rezultanta fiind orientétin lungul firului. Firul face cu verticala unghiut
de tangerit

mv;
tga = —,
Lmg
relaie din care se alme viteza imprimait corpului :

v, =4/ Lgga = 238m/s.




b) Se considérca in starea de echilibru, energia sistemului, daar d
natué poteniala gravitgionak, este nul. Energia necesarmpentru a aduce
sistemul din starea de echilibru in starea deane este:

=€ +E, = m2V§ +mgL(1-cosa) = 0,415).

c) In starea(a) este prezentatstarea sistemului Tn momentul ruperi

firului, iar Tn (b) este prezentato vedere laterala momentului ruperii
firului si a evoluiei ulterioare a corpului de mam.

Timpul de @dere se ofine din relaia:
2

H—Lcosa:g%th:OSGS

Viteza in momentul atingerii solului este:

V=4V, +g%> = 425m/s,

1.18.Un vagon de masM, in repaus, caime cantitatea de nisip de

masi m. Se aplid o fora orizontak constant F asupra vagonulugi in
momentul aplidrii fortei se deschide un orificiu de pe fundul vagonube,
unde curge nisipul cu ratam/dt. Si se determine viteza vagonului Tn
momentul in care s-a scurs tot nisipul.

Rezolvare:
Consideiim momenteld si t +dt pentru care se scrie impulsul PM:
p=[M +mlt)v
p+dp= [M + m(t)](v + dv)
Se scade prima eaimdin a douai se ohine:
dp=[M +m(t)]v.

dp = Fdt.
Se noteazviteza de varige a masei cu timpul co -

a=-97 mt)=m-a
dt

Pe de alt parte:

si se ohine ecuda:
Fdt
dv=———,
M+m-ali
ce prin integrare, furnizeazviteza vagonului in momentul scurgerii

Tntregii cantiéti de nisip:
= E |n(1+ mj
a M

1.19.0 bar@ de mas m, cu motor,se deplaséazctiliniu cu vitezav,

pe suprafg unui lac. La un moment dat se gpeemotorul Ercii.

a) Si se determine legea vitezeirbii dac rezistema pe care o opune
apa la Tnaintareaakcii este propafonak cu pitratul vitezei.

b) Céat va dura rgcarea Brcii?
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c) Ce spau striabate barca péirse oprete?
d) Verificati daci se respedtteorema consedivii energiei cinetice.

Rezolvare:
a) Barca are mcare unidimensional(in lungul axei Ox) , iar foa de

frecare Intampinatdupi oprirea motorului este- kk®>. Forma diferefiala a
legii de micare este:

mX = —kx?,
sau:
mv = —kV?,
obtindndu-se o ecti@ difereniala care se rezolvprin integrare,dup
ce se separvariabilele:

VO VZ

b) Din dependaa de timp a vitezei se obsérea aceasta se anuléaz
dupi un interval de timp infinitf - o; v =0, adic barca chiar dupoprirea
motorului, nu se mai opgte. Acest rezultat neverosimil provine din ipoteza
asupra dependex de fatratul vitezei a forei de frecare la naintare, ipofez
pe care calculele o dovedesc a fi incafect
( c)) Se noteaz cu 7 intervalul temporal dupcare barca se opte
r — finit).

s= J'Tv(t)dt =M1 K%
0 k m
d) dL = Fdx = -k [¥* [W (&t = -k [¥° (@it
L=-["kvdt= Lo,
0 2
egalitate ce reflegtteorema consedivii energiei cinetice.

1.20.Energia potemala a unui punct material in camp central este:
a)u(r)==
;
byu(r)= %krz

unde r este modulul vectorului de pgeial particulei,a si k sunt constante
reale positive. $se determine foa ce agoneaz asupra punctului material

cand acesta trece din pgai Pl(l2,3) in poztia P2(2,3,4).

Rezolvare:

dL = F [@r
U =U(r)=U(x,%x)
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a .
— I
r

a)F = (N) - forta de tip gravitéional, coulombian.

L =—a(i—1j(\)).

r.2 1

b) F =—kF (N) — forta de tip elastic.
1
L= —Ek(rzz —r2)(9).

1.21. Energia potetiald de interagune ¢, dintre doi nucleoni se
poate exprima suficient de precis prin tela

r
_ fo |77
Ep - EpO (T)e ]

unde: £, =80%J; r, =150 m, iar r este distafa dintre
nucleoni.

a) Si se determine expresia fer de interagune dintre nucleoni.

b) S se calculeze valoarea acestetéguentrur =r,.

Rezolvare:
a) If(r) = —aii = —aié :i(1+r_ojer0é
or r r
_ EPO 2%k
b) F(r,) = ~5 H39N.

1.22. S se stabileascexpresia vitezei cu care se deplageaz corp

atunci cand asupra lui nutaameaz nici o forta, ingi masa se modifié dup
legea:m=my(1+at)™.

R: v=yy(l+at)™.

1.23. Miscarea unui punct material este definide ecudile
parametrice: x =3t, y=4t—3t}
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undex si y sunt exprima in m, iart in secunde. £se determine raza de
curbug a traiectoriei in momentul cand acesta intersegtagaOx.
R: R =R,=6,94m.

1.24. Doua particulea si b se mgca in diregia Ox, respectivOy, cu
vitezele v, =2i (m/s), v, =2i (m/s). Lat = O coordonatele lor sunt (- 3; 0),
respectiv (0; 3).

a) S se afle vectorull =1, —T, care reprezift poztia relatia a
particuleib fata de particulaa la un moment dat.

b) in ce momensi in ce pozie cele dod particule se vor afla la
aceea distanta de originesi in ce condii va fi distarta dintre ele minira?

R: a)F = (3-2t)i +(3-2t)];

15,
13’

E-yzﬁ
13° 7P

b) t=0;%=yp=—-3;t=
) Xa=Yb 13

Xy =~

(98]

1.2. Camp de fote

Notiunea de camp se utilizeain descrierea foelor ce agoneaa intr-
un anumit domeniu. De exemplu se poate defini cAmgyavitaional al unei

maseM. Forta cu care amneaz aceast mas asupra unei alte masa,

situat la distama r de ea, este datde legea atraei universale a lui
Newton:

F=k™M (1.23)

unde keste constanta atrgs universale.

Legea se mai poate scrie sub forma:

=mC,

T

unde am notat;

C=k

~ M
Ry (1.24)

~GL,

care poatt numele de intensitatea campului graiitaal creat de masi
ntr-un punct situat la distéar.



Analog se poate defini campul electric creat decisarQ asupra
sarciniiq, situaé intr-un punct oarecare din jurul sarci@j marimea foxei
de interadune dintre cele ddu sarcini electrice este datde legea lui

Coulomb:

E—E (1.25)

4T[EOI’

Aceast lege poate fi scrissi sub forma:

F=qE =W BF (1.26)

unde E se numete intensitatea campului electric creat de sarQriatr-un

punct situat la distaa r de ea.

Campul este o forinde existeth a materiei, prin intermediubouia se
realizeaz diferitele tipuri de interatuni dintre corpuri. In fiecare punct din
domeniul du de existetd campul este caracterizat prin anumit&imi fizice

care pot lua valori diferite, in puncte diferitendipaiu. In exemplele de mai
sus, aceste #mimi sunt: intensitatea campului gravignal (C) si

intensitatea campului electri¢E). Fiind marimi vectoriale, campurile
respective sunt denumite campuri vectoriale. Trughkez in care campurile
sunt caracterizate deanimi scalare, sunt denumite campuri scalare.
Exemplu: temperaturgd presiunea unui gaz.

Campul vectorial se reprezinintuitiv desenand in mai multe puncte
din spaiu vectorii intensitii campuluisi trasand apoi linille de cadmp care
sunt tangente in fiecare punct la vectorii inteisicAmpului. Se trase&dz
liniile de camp mai dejtate, in acele regiuni in care campul este siab

apropiate unde campul este intens (fig. 1.3).

ﬁ

>
’%\’:\\
Figura 1.3
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Convenia adoptat este ca nu#rul de linii pe unitatea de arie
perpendiculat si fie propotionak cu intensitatea campului.

Un camp este uniform (omogen) dda orice punct al lui, vectorul
intensitate are aceganarime si sens.

Daca diregia intensiéitii n orice punct al campului trece mereu prin
acelai punct (centrul campului), iar Inmea lui este funge de distata
acestui punct f@ de centrul campului, cAmpul se nugteecentral.

Campurile de fae se manifestprin forta cu care ele gioneaz in
fiecare punct asupra unui corp de grptasat in acel punct.

Campul casi substara, are energigi orice schimbare a energiei unui
obiect trebuie considetata un transfer local de energie de la cAmp lacbbie
si invers. Ca urmare, in fiecare moment se indeginéegea conseivii
energiei sub forma sa cea mai gereral

W(obiect) + W(cémp) = const.

De fiecare ddit cand lipsesc cauze vizibile cafeexplice schimbarea
energiei unui corp, se introducetinmea de camp chiar de un tip nguse
apeleai la legea de mai sus.

Campul poate fi caracterizat, in fiecare punctaal grintr-o mirime
scalara numit potenial. De exemplu, Tn cazul campului gravitemal, forta
care agoneaz asupra unui punct material de fmasare expresia (1.24).

Energia potetiala a acestui punct material, situat intr-un punct al

campului de intensitat€, se calculeakzastfel:

r
U(x,y,z):—jéﬂ. (1.27)

Potenialul campului gravitaonal in punctul de coordonate y, z
este:
kM
V(r)=—. (1.28)
r
Analog, poteralul intr-un punct al cAmpului electric, creat de

sarcira punctiformi, se defingte prin relaia



V(r) = 4:5 - (1.29)
0

Relgia dintre ford si energia poteiala da posibilitatea & se
stabileasg o legitura ntre intensitatea campulgii potertialul siu: C=-0V

si analog pentru campul electrg:=-0V .

1.3. Legile mecanicii pentru sisteme de puncte mateale

Rezultatele otinute Tn cazul punctului material pot fi generalezia
studiul sistemelor formate din mai multe puncte enate, dar Tnacest caz
trebuie & se deosebeasdoua tipuri de fote: exterioarsi interioare. Foele
care agoneaz din exterior asupra punctelor materiale ale sistam
considerat, se numesc fer exterioare. Foele determinate de ggnea

fiecarui punct material asupra celorlalte puncte malker@in sistem sunt

fortele interioare. Se note@eu F () forta exterioat care agoneaz asupra

punctului materieii si cu Fj forta cu care punctul materijlagioneaz

asupra punctului material

A

Figura 1.4

Legea a doua a lui Newton pentru fiecare punct natin parte, se

scrie sub forma:
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Ei(e) + zn:Eij =%, (i =ZL...,n), (1.30)
j=1 dt

unden este nuriirul de puncte materiale din sistem.

Prin insumarea refidor (1.30) scrise pentru fiecare punct materal 1
partesi tinand seamacfortele F; se anuleazdoui cate dou (Fj = -F; )
se obine:

— n — d?(n -
F(e)=§Fi(e)=—2(§mri), (1.31)
i=1 dt= \i=
unde F() reprezini forta exterioai rezultani care ationeaz asupra
sistemului de particule.

Pozitia R a centrului de masal unui sistem de particule, in raport
cu o origine fix O, este defini prin:
n .
_oxmri
R=1 . (1.32)
m

i1

In absera fortelor exterioare, impulsul total al sistemullim vi este
i

constant. Momentul cinetic total al unui sistem plencte materiale se

defineste ca suma momentelor cinetice ale punctelor neéeciomponente:

E:z(ﬂ XBi), (1.33)
i
unde ri si Bi reprezini vectorul de pozie si respectiv, impulsul punctului
materiali.
Diferenta ri —Fj este un vector cu originea n pundgtyl varful in
punctuli (fig. 1.5) si deci este paralel cu f@r Eij care agoneaz de-a

lungul liniei ce ungte cele dod puncte.
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X
Figura 1.5
Prin urmare
Z(ri—rj)XFij =0. (1.34)
i j
In acest caz, refm devine:
dL
E—Zrlel(e) M(e), (1.35)

unde M (¢ este momentul rezultant al felor exterioare.

—

in ipoteza @ M =0, se deduceéc%zo si L=C. Astfel

momentul cinetic total al sistemuldiméne constant in timp, damomentul
rezultant al forelor exterioare, care gagneaz asupra sistemului este egal cu
zero. Legea consetii momentului cinetic total este adeati numai pentru
acele sisteme la care se apliegea a treia a lui Newton. Aplicand legea a

doua a lui Newton pentru fiecare punct materigddrie, se ofne:

dL =3 F @r = zdp' [, -d(zmv j (1.36)
i=1 i=1 dt i=1 2
unde:
n1i 5
=Y omv, (1.37)
i=12

este energia cinetidotak a sistemului de puncte materiale.
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Lucrul mecanic elementar dat de reda(1.36) reprezirt varigia

energiei cinetice a sistemuludL =dT .

ZEi(e) mFi +ZEidei =-dU . (1.38)
i i

Lucrul mecanic efectuat de fele conservative este:

unde:

n 1 n
U :_lei(e) +Ez Uj (1.39)
i= i,

i=1
este energia potdala totak a sistemului. Coeficientul/2 apare deoarece
fiecare pereche de indici apare dedou: o da# la insumarea in raport cu
si 0 dat Tn raport cy. Termenul al doilea din membrul drept al reia(1.39)
se numete energie poteiala interra a sistemului.
dT +dU =0 sau T +U =const (1.40)

Aplicatii

1.25.Sa se arate&varigia energiei cinetice a punctelor materiale ce se
ciocnesc plastic depinde doar de viteza lor reddinainte de ciocnirgi de
masele lor.

Rezolvare:

Se considér ca doui PM de masem, si m, ce se deplaseazu
vitezele v,, respectivv, se ciocnesc plastic. Se scrie legea cofserv
impulsuluisi se ohine:

ml\71+m2\72 :(rnl+m2)\7 -
\7 — rn!l.\_il + m2\72
m, +m,

Din bilantul energiei, pierderea de energie cingtitn special sub

forma de cldura este:

_Agc :Q:‘gci _‘ch =

1 1 1
:§le12 +§m2V22 —E(ml+m2)v2 =

1 mm, . _ 1_
=T (g g, )=
2m +m,
unde masa redagste:
__mm,
m, +m,
respectiv viteza relativa PM1 faia de PM2:
V, =V, —V,.



1.26. S se verifice dat impulsul, momentul cinetic total energia
cinetica totad a unui sistem de N puncte materiale de mageuyn..my si
pozitii T,

. I,,..T, sunt aceles cu ale unui singur punct material de mas

N . .. = 1N . o . .
M =Y m si pozitia R:VZmn numit centru de inge al sistemului.
i-1 i=1

O

N DL L
Rezolvare:p = r =— ri |-M—|- =MV
p=2.m dt{zi:m j d&t| ™

Se obser¥ ca nu exisi nici un sistem de referiiin care:
MV,
>

E:lex(M\a) si T=

1.27.Doua corpuri de masm, = 10 kg, respectivn, = 6 kg, sunt
legate printr-o barrigida AB de mas neglijabik. Initial sistemul se aflin
repaussi apoi se afgoneaz simultan asupra celor dédeorpuri cu dod forte
Fx =8 Nsi Fy, = 6 N. Pozia initiald a celor doa corpuri este: M (0, 3)si M»

(1; 0). Si se scrie pogia centrului de masal sistemului in funge de timp.

2 2
R: R(t) :(g+tzjtﬁ+(%3+%jﬁ.
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2. PRINCIPIILE MECANICII ANALITICE
Pentru determinarea in spaa poziiei unui sistem den puncte
materiale, trebuie precigavectorii de pozie ai punctelor sistemelor.
2.1. Ecuaiile Lagrange
Deoarece mrcarea este desciis cu ajutorul coordonatelor

generalizate ¢, derivatele fungei Lagrange 1in raport cu Vvitezele

generalizate:

oL

B —a_qi1 (2.2)

se numesc impulsuri generalizate, iar derivatele@aport cu coordonatele

generalizate:

I:i =4 (22)
se numesc foe generalizate. Ectide Lagrange se pot scrie sub forma
concisi:

P =F ) (2.3)

Pentru simplitate se consideun punct material care se gtid pe o

traiectorie rectilinie in dirg@a Ox. Pornind de la egalitatea:

F= B =—grady,
se ohine:
ouU
=-—, 2.4
Px =7 (2.4)
unde:
p 9T 2.5
*ox (2:5)
inlocuind expresia (2.5) in rela (2.4), rezutt
d{oT |, 6 oU
—|—|+—=0. )
dt{ax} 0x (2.6)

Folosind expresiaT -U = L(q,q,t) ecuaia (2.6) devine:
(2.7)

Tindnd seama de faptul %J =0 si Z—T =0, ecuaia (2.7) devine:
X X
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dfaL] aL
~|Z=1-2==0 2.
dt{d)‘(} 9 (28)

Generalizand ectide (2.8) se obin S ecuaii de forma:

dloL | oL _ _
a{a—qi}—a—qi—o, i=1,.,9s) (2.9)

numite ecugile Lagrange.

2.2. Ecuaiile Hamilton

df 9 )

Diferertiala totah a fungiei Lagrange dupcoordonatsi viteze este:

oL oL
dL =¥ 2" dg +> 2= dg
zi:6qi G zi:aq G (2.10)

Deoarece derivatele;l' sunt prin defiie impulsurile generalizate, iar
G

ecuaiile lui Lagrange daug—l‘ = p,, se poate scrie expresia (2.10) sub forma:

dL=% p;dg +X p dg, (2.11)

Termenul al doilea din refia (2.11) se scrie sub forma:
Zi: p; LG :d(; piCIij_Zi:Qi [dlp,
apoi se trece difereiala totah d[}ll o) qij n primul membrwi se schimb
semnele, ofinandu-se:
d(iz PG - Lj =~ pi g +Xq; dp,

Marimea de sub semnul difetgada reprezini energia sistemului
exprimati Tn fundie de coordonatgi de impulsurisi se numgte fungie

Hamilton a sistemului:

H(p, g, t)=§pi Gg-L (2.12)
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Din egalitatea
dH =-> pdg +X ¢ dp (2.13)
in care variabilele independente sunt coordonagelmpulsurile, se otin

ecuaiile Hamilton:
_0H _ _ 0H

=05 P aq (i=1,.,9) (2.14)

o]

2.3. Miscarea oscilatorie armoni@

Cazul studiat este cel al unui punct materiakraicmiscare se poate
descrie cu un singur grad de libertate
Un sistem este in echilibru stabil atunci cand glaesa potetiala

U(q) este minim; o deprtare de la aceastpoziie i nsstere la o fora

U . .
_u care tinde & readud sistemul la punctul a1 de plecare. Curba
q

energiei potetiale U(q) se poate aproxima printr-o parabalare are un
minim in q=0 (fig. 2.2). Dad se dezvok functia U(q) in serie Taylor, in
jurul punctuluiq=0, se oltine:
2
U(q) :Equ; k= d_Li =constant. (2.16)
2 dq 4=0

n care s-au neglijat termenii de ordin superiogirConstantak depinde de

Figura 2.2 43



natura campului de fggsi este denumitconstart elasti@.

Funaia Lagrange a unui punct material care exeostilgii liniare in
jurul poztiei de echilibru, cand drept coordofhatse poate alege coordonata

carteziag

2 2
x,este:L:m—ki. (2.17)

2 2
Ecugia de mgcare a punctului material se tofe inlocuind funga

(2.17) in ecugile Lagrange (2.9):

mX+kx=0; (2.18)
.. K
X+—x=0; (2.19)
m
w= K (2.20)
m

Ecugia difereniala liniara (2.19) are doau soluii independente:
cosat si sinat, de unde solia sa general
x=C, cosut +C, sinat (2.21)
Aceast expresie se poate scsiesub forma:
x = Acodat +¢) (2.22)
Conform relgiilor cogat +¢)=cosutcosp —sinatsing si (2.21) se
obtin expresiile ce exprith legitura dintre constantele arbitraréd si
constanteleC, si C,:

A=|CZ+CZ; 1gp=-2 (2.23)

C,

Astfel, in veciratatea poziei sale de echilibru stabil, un sistem
efectueaz o miscare oscilatorie armoric Coeficientul A din fata factorului
periodic din relga (2.22) se nunye amplitudinea oscitalor, iar
argumentul cosinusului — faza lop; este valoarea itiala a fazeisi depinde
evident de alegerea originii timpului.aMmea «. este pulsga sau frecvega
unghiulaé a oscilaiilor. Pulsgia care nu depinde de conile initiale ale

miscarii, constituie caracteristica fundamestal oscilaiilor. Tinand seama
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de formula (2.20), ea este complet deterndirgeg proprieitile sistemului
mecanic ca atare. Se obseri aceast proprietate a pulsiei este valabil in
ipoteza oscilgilor mici si dispare cand se trece la un grad de aprogéma
superior. Aceasta Inseaindin punct de vedere matematicaa este valalail
dac energia poteala este funge de m@tratul coordonatei. Energia unui
sistem care efectueamscilaii mici este:

o2 2
w =™ +ki :m()'(2 +a)2x2)

2 2

Prin introducerea expresiei (2.22), seid:
w :%ma)zA2 (2.24)
Se obser¥ ca energia este propgonak cu pitratul amplitudinii
oscilgiilor.

Aplicatii

2.1.S se scrie fungile lui Lagrangesi Hamilton pentru un pendul

plan, de masm; si lungime 7, al cirui punct de suspensie, de @aas;, se
deplaseaz pe o dreapt orizontah. Campul gravitaonal se considér
uniform.

Rezolvare:
Coordonatele generalizate sumi:= X ; g2 = ¢. Poztille punctelor sunt
definite prin coordonatele:
punctulmy: X1 =X;21=0;
punctulm,: X =X+ /sind; z,=1/cos ¢.
Energia cinetig a sistemului estd. = E¢1 + Ec2

E,= %(m1 +m,) x> +%m2(€2¢2 +2x [ [ [€os §)

Energia potetiala este:

0 z
My
[0 Fig.2.7.
my
y
E, =-m, gz, =-mg/cos ¢

Funaia Lagrange este:
L :%(ml +m,) x> +%m2(£2¢2 +2x [ ¥ [os ¢) +m, g/ [EoS §

Impulsurile conjugate coordonatelor sunt:



Py :Z—I,':(ml+m2))'(+m2£¢ cos ¢
X

P :a—L:m2€2¢+m2>'<€cos ¢

00
Funaia lui Hamilton va fi:
2,2 2 2
“m, + m;+m cos¢(1+sin
H :E0+Epsz 22 Py ( 1 22)_P¢px o( > 2¢)—ngﬁcos¢
2m,/<(my + m, sin“¢) £(my +m, sin“d)

2.2. Sa se calculeze nufirul gradelor de libertate pentru un sistem
mecanic constit din 4 PM intre care eXiStlegituri.

Rezolvare:
Numarul f, al gradelor de libertate este dat detrala
f=3N-1=7
2.3.S4 se scrie funa Lagrange pentru un pendul dublu ce osciléaz
camp gvitaional terestru uniform, Tn plan vertical.

Rezolvare:
Fiecare pendul are un grad de libertate: coordtmgtnerale adecvate sunt
unghiurile firelor acestora cu verticala locculmi, respectiva,.
Pentru pendulul 1:
X =l;sina; - x, =a,l, cosa,
y, =l,cosa, -y, =-dl;sina,
Pentru pendulul 2:
X, =l;sina, +1,sina, - X =adl, cosa, +a,l,cosa,
y, =l,cosa, +1,cosa, - y, =-djl;sina, —a,l,sina,
Conside#m valoarea zero a energiei paiale in originea sistemului de axe
si functia Lagrange a pendulului dublu este:

— — _rnl+m2 2,42 m2 242
L=g —€,=€6q+E, =6y —Ep =————=la’ +—=a; +

m,l |,d,4, coda, —cosa, )+ (m, + m,)gl, cosa, + m,gl, cosa,

2.4.Consideréand fun@ Lagrange a unui oscillator liniar armonic,

L=1 'Z—EKXZ,
2 2

si se determine ectia difereniala de mgcare a oscilatorului.

Rezolvare:
Cei doi termeni ai ecti@i Lagrange pentru oscilatorul armonic considerat
sunt:
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d(aLj_
_ — _mX’
dt\ ox

oL —kx
ox
de unde otinem ecuaa:
mX+kx=0
X+ 5 x=0
m
unde naim raportul:
k_ 2
m
si ecuaia cafta forma:
X+w'x=0

care este chiar ectia difereniala a oscilatorului armonic.

2.5.Funaia Lagrange a unui punct material de &asin micare in
camp gravitaonal este:
L=Lme? —kmM
2 r?
Sa se determine expresia accetmiegravitgionale ca funge de friltimea h
masurat de la suprafi@@a Pimantului. Se cunosc razarRantului Rsi

valoarea acceletiei gravitgionale la suprafa Pimantului g, .

Rezolvare:

Cei doi termeni ai ecti@i Lagrange pentru PM in camp gratibaal sunt:
d (aLj N
—| — | =mi" =mg
dt\ or
oy M
or r

de unde se ailme ecuda:

care se rescrie sub forma:
g=kM_ M_ 1 DkMZ(l— 2%} - go(l— 2EJ

R R R
R

unde se noteéz
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2.6.S4 se stabileasicecuaia de mgcaresi perioada micilor oscilé ale
unui pendul gravitgonal (I,m) utilizdnd formalismul lagrangean. Se
neglijeaa frecirile.

Rezolvare:
Sistemul are un grad de libertatewda 1i asociem coordonata generalizat
a . Intrucat sistemul executioar mcare oscilatorie in jurul punctului de
suspensie, este convenaliilse treé la coordinate polare:
x=lsina
y =1 cosa
Funaia Lagrange este:

L= % ml¢* + mglcosa

de unde se aime ecugia Lagrange:
ml®& + mglsina =0
Impartind cu ml® se obine:

d+|gsina20,

care este o ectia difereniala dificil de rezolvat. Pentru rezolvarea ei se face
ipoteza oscilgilor mici, care ne permiteasaproxinim fungia sinus cu
argumentul ei exprimat in radianisinag = a:

d+%a:Q

unde se noteazraportullg cuw’ si ecuaia devine:

g +wa =0,
Cu soluia generai:
alt) = Asinat + Beosat

cu Asi B constante reale. Pentru determinarea lor sesésic condile
initiale la momentul t=0:
a=0-B=0

Se obine:
alt) = D sinat
w

iar perioada micilor oscita este dait de relaia:

T:Z_ZT:Z]T\/I
w g
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2.7. De la iriltimea z, se arung orizontal un punct material cu viteza
initiala v,,. S se determine ectia de mgcaresi traiectoria punctului
material utilizand formalismul lagrangean.

Rezolvare:
Funaia Lagrange este:

L= ng(x2 +7°)-mgz,
unde am considerat energia pot@ii nula la suprafea Fimantului. Se otin

ecuaii diferentiale cu soltile generale de rgcare:
mx=0 - x(t)=C, +C,t

1
mz=-mg - z(t)=C, +C, —Egt2
Pentru determinarea celor patru coefigiee apar in soliile generale se

utilizeaz condiiile initiale si se ohin ecuaiile parametrice de rgcare:
X(t) = VOxt
1
2(t) = z, - = gt?
2
Eliminand timpul intre cele dawecuaii parametrice de rgcare, se aofine
ecuaia traiectoriei:
_ 92 X2,
2V,
ecuaie ce descrie un arc de parabol varful in sus.

z=12,

2.8.Sa se scrie funga Lagrangssi ecuaiile Lagrange pentru un pendul
gravitaional (I,m) legat cu cajtul liber de un punct de ma$/, ce se poate
deplasadra frecare pe un suport orizontal in camp grawtel uniform.

Rezolvare:
Sistemul are daugrade de libertate corespudtzare:
¢ depladgrii pe orizontad, asociindu-se coordonata generalizqat
» oscilaiei In plan vertical in jurul punctului de suspenantrenat in
miscarea orizontal asociindu-se coordonata generalizat
Pentru cele daucorpuri, de masM si m, se scriu expresiile coordonatelor:
e corpul de masM; li se asociaz coordonatelor indicele 1:
X =X - % =X
y,=0-y,=0
e corpul de masm; li se asociazcoordonatelor indicele 2:
X, = X+lsinag - x, =X+ acosa
y, =lcosa - y, =dlsina



Fungia Lagrange a sistemului considerat este: (congidgr-ses, =0,
la nivelul axei Ox).

m+M ., m, ., .
L=——xX +E| a“ + mixa cosa + mglcosa

Pentru coordonata generalizat componentele ectiai Lagrange sunt:

;ﬂt(gl-j :t (m+M )x+mld cosa] = (m+ M )x+mld cosa — mia? sina

iar pentru coordonata generalizat , componentele ectiai Lagrange
sunt:

d [a—LJ -4 (ml a+ mlxcosa) ml*d + mikcosa — mla ksina

dt\oda ) dt
a—L——mIaD<sma mglsina
oa

Ecudiile lui Lagrange sunt:
(m+ M )x+mld cosa —mla?sina =0

ml?d + mixcosa + mlgsinag =0
si constituie un sistem de ecualifereniale cuplate, dificil de rezolvat

2.9. S se scrie forma explicita fungiei Lagrange pentru:
a) un punct material liber;

b) un sistem de puncte materiale libere;

c) un sistem de puncte materiale aflate in int@raet

Rezolvare:
a) L=%m?2 . U=0, L=T-U

L:%m(x2+y2+zz)

1 - 132,02,
b) L=-3mi?; L=2 X (5 +3 +7)
25 2i=1
1. . B N (2 .2 .2\ X
c) L=§Z”\n2—U(n)i LzE -Zlm(xinfyiz*Ziz)_ 2 Uj
i 1=

1 N
:E Z_ i s Ui=Uj
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2.10. S se scrie fungile Hamilton Tn coordonate
a) carteziene; b) polare; c) sferice.

Rezolvare

1
a) H :ﬁ(pf +pg+ p§)+U(x,y,Z)

1. 5, 15
b) H _%(pr +r_2 pg) +U(r,6)

1 -, 15 1 2
C) H=—(p?+ pd +———5—p2)+U(r.6,
) 2m(pr |'2 pe rzsinzepd)) ( ¢)

2.11. S se deduz legea a doua dinamicii din egille Lagrangesi
din ecuaiile canonié Hamilton in aproximga clasic.

R: F=r

2.12. S se scrie legea muarii pendulului simplu cu ajutorul ectai

Langrange.

R: é+|99=o

3. ELEMENTE DE TEORIA RELATIVITA TII
RESTRANSE

Legile mecanicii sunt acelgain orice sistem de refetin inetial.
Principiul relativititi al lui Einstein afirmd ca legile fizicii sunt aceleg n

orice sistem de referiinetrial.

3.1. Transformirile Lorenz-Einstein

Teoria relativititii restranse are la bazlow principii formulate de
Einstein:

Legile fizicii se pot exprima prin ectiecare au acegaforma in toate
sistemele de referif ce se myca cu vitez constant unul faa de altul,

Viteza luminii are acegavaloare pentru b observatorii, indiferent

de starea lor de guare cu vitez constarit unul fga de altul.
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Pentru deducerea formulelor de transformare careatisfad cele
doui principii ale lui Einstein, trebuieise considere transfoim liniare mai
generale decat galileegeanume:

X' =ox+Bt;

y =Yy

ey (3.2)
t' = yx+ot.

Deoarece din figura 3.1 se obseni originea sistemuluBS’ se mgca
fata de S cu vitezav de-a lungul axeiOx, inseama ca pentru X' =0 se

obtine x =vt. Din prima relaie (3.1), rezuli:

O=avt +ft;
B=-aw. (3-2)
Analog se poate considerd sistemul S se mgca fata de S’ cu
vitezav de-a lungul axeOx. Deci pentrux=0 se oline x' =-wt'. Tinand
cont de aceste coniili de relaia (3.2)si inlocuindu-le in primasi a patra
relaie (3.1), se ofine:
-vt' =-avt;
t'=0t= (3.3)
0=na.
Se presupuneicla momentul, irial, cand cele dau sisteme se
conside in coincidem, se emite din originea lor comurun semnal
luminos, iar undele luminoase ser propaga cu acegavitezi fata de cele

doui sisteme, in toate dirgite. In particular, pentru dirgia comur Ox se

poate scrie:
X X'
—=c, —=0. 3.4
t t' (34)
Raportul:
X _ox+ft_ ax _ avt _
t' yx+dt yx+at yx+at
y= _lza (3.5)
c
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Dupi cele prezentate, formulele de transformare (1ot scrie sub

forma:
X'=o(x—vt);
y'=y,
7=z (3.6)
\Y;
t'=a|t——x|.
( fj
y y'
oL ct 0'] Lt X
v X
z z
Figura 3.1

Din principiul constatei vitezei luminii fai de cele doua sisteme
rezuléa ca fronturile de und trebuie & aiba forma sferici fata de ambele
sisteme dat se consider propagarea semnalului luminos in toate diilec
din spaiu (fig. 3.1), adia:

X2+ Yy + 77 = (ct)’; 3.7)
X2 +y?+ 2% = (ct) (3.8)

Transfornarile (3.6) trebuie & duci cele dod sfere una in alta;
inlocuind aceste transfoim in (3.8) si reducand termenii asemenea se
ohtine:

Din formulele de transformare Lorentz-Einstein §3rézulf ca
pozitia si durata unui eveniment depind de sistemul de irgfein care se
efectueaZ masuriatoarea lor. Aceste transfodm trec in cele galileene dac
viteza relativi, v, a celor dod@ sisteme este mult mai niicdecéat viteza

luminii.



, X-—vt X +wt'
X = 2’ B >
V V
1_7 1_7
C C
Y=V y=Y,;
Z=z sau z=7; (3.9)
1 V I
t_7X t _72)(
t' = C t= C
2 2
1=V 1=V
C C

3.2. Consecite ale transformirilor Lorentz-Einstein

Marimile care au aceegiavaloare in toate sistemele de referisunt
cantititi invariante universale.

Evenimentul este un fenomen care are loc la un morméntr-un
punct x,y,z din spaiu. Un eveniment se poate reprezenta printr-un punc
intr-un spéu cu patru dimensiun(x, Y, z,t) numit spau-timp. Coordonatele
spaio-temporale ale unui eveniment, depinzand de rsiske inetial
considerat, sunt animi relative.

Diferentele dintre coordonatele a dowevenimente, fid de un

sistemul de coordonat8, sunt:

DX=X, =%, DYy=Y,—-Yy, Dz=2,-2, At=t,—t,. (3.10)
Daca cele dod evenimente se produc in agelimp At =0, dar nu

neafrat Tn acelg loc, ele se numesesimultane.Dac evenimentele se

produc in acekd loc (Ax=0, Ay=0, Az=0), dar nu neapat in acelgi

moment se numesolocale,iar daé@ se produc in acelaloc si in acelai

moment (Ax=0, Ay=0, Az=0, At=0): ele coincid sausunt absolut

simultane
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3.2.1. Contragia lungimilor

Se considero bat care se aflin repaus f@ de sistemul de refertn
S', de-a lungul axeiO'x' (fig. 3.2). Un observator aflat Tn acest sistem
determira coordonatelex, si x, ale capetelor barei,agind & bara are
lungimea:

I"=AX' =%, — % .

Un alt observator aflat in sistem8l fata de care bara impre@icu sistemul
S' se mgca In diregia axei Ox cu vitezav (fig. 3.2), determia in acela

moment, deci pentridt = ,Gcoordonatelex; si X, si gaseste ci:

[ =AX =X, — %,

Figura 3.2

2
=1 1= (3.11)
C

Fenomenul prin care observatorultifade care bara se goi

in ipotezaAt =0, rezulg:

determird o lungime mai mig¢ decat observatorul gade care bara se afin

repaus este cunoscut sub numele de cardratorentz-Fitzgerald a

lungimilor.

3.2.2. Dilatarea intervalelor de timp
Timpul — casi spaiul — este o ririme relatia. Dac in sistemulS' se
produc doé@ evenimente la un intervalt' =t —t; ntre ele, dar In aceja

punct al axeilO'x’, AX =0, atunci rezult:



v2 Ve (3.12)

Efectul prin care un interval de timpasurat de un observator aflat in
repaus InS' va afrea in S mai lung decat InS' se numgte dilataia
timpului.

3.3. Dinamica relativist

Masa ori@rui corp este o #@rime variabii Tn funaie de viteza

corpului.

m:anf(v): = , (313)

undemy este masa de repaus a corputnimasa de mgcare corespuriroare
vitezeiv.
Relaia (3.13) arat o crgtere a masei 0 datcu marimea vitezei

(fig. 3.3), tinz&nd la infinit, cAnd viteza se apiede viteza luminii.

Sestie c starea mecanicdin timpul micarii unui corp este datde

produsul dintre masa acestyiaiteza cu care se gua:

p=nv, (3.14)
si poarti numele de impuls.
m
Mo
cC v
Figura 3.3
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Pentru a pstra forma impulsului din mecanica nerelati¥jsse
impune introducerea n reia (3.14) a expresiei relativiste (3.13), adic
mv
V2 (3.15)

undem, este masa de repaus a corpului.
Pentru gsirea legturii dintre forta si impuls, se pleacde la definfia

fortei si setine seama de expresia (3.15)tiodndu-se:

ﬁ:% L
-7
C

Avand in vedere expresia lucrului mecaunic, efectuat de faa F
asupra corpului de mam, pe distara elementdr dr , se scrie:
oL = F rar =P o :Mmr =dm@¥)¥ sau dL=c’dm,
dt dt
care, integratintre limitele 0 si Am, da varigia energiei cinetice a corpului

care se myca cu o vitea corespunioare domeniului relativist:

AT = Am[&?. (3.16)
Pentru un corp cu masa, energia total este:
W = mc?. (3.17)
Pentruv =0, rezult energia de repaus a corpului:
W, = myc?. (3.18)
Energia cinetig a corpului considerat este:
T =(m-my,)c?. (3.19)

Relaiile (3.16)si (3.17) sunt verificate cu foarte buprecizie in toate
procesele fizice in care intervin vaiasuficient de mari ale energiei (de
exemplu, in fizica nuclea), dat fiind valoarea foarte mare a It

Expresia impulsului este:

p? = (m? ~ ¢ 2. (3.20)
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Aplicatii
3.1. S se scrie soltia ecuaiei de miscare pentru o particulia de
masa de repausmy, aflata in miscare relativista unidimensionak sub
actiunea unei forte constante.
Rezolvare:

Ecuaia de mgcare este de forma:

3
2\ 2
E&:anﬁbl—v_z Q/:F;
dt V2 C dt
1-=
C
v 2\ 2 t
i:a, Jl—v—z dv=[adt; v =at; &x___at ;
m, ol ¢ 0 V2 dt a’t?
1-= 1+
C C

Dependeta x = f(t) este hiperboli¢. Curba tinde asimptotic spre o

miscare uniforni cu viteza c.

3.2. Durata de vigi a miuonilor i Tn raport cu referaralul propriu
ester, 0250107°s. Un observator de peifant constatca miuonii prodyi

la iniltimea H =225km ajung pe Bmant. S se determine dilatarea

timpului observat de pe Bmant in ipoteza & viteza miuonilor este foarte
apropial de viteza luminiki sa se determine valoarea acestei viteze.

Rezolvare:
Intervalul de timpAt, dupa care miuoniiz ajung pe Bmant este:
3
At = H _ 22500 El80 =75007s.
o 3010
Se ohine:
-5
_ At 7,5EL0_6 =30,
I, 2500
unde:
_ 1 LV
Y= P =
1- 32 c

Pentru determinarea vitezei miuonilgn se folosgte faptul @
intervalul de timp este minim in sistemul de ref@rpropriu.
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3.3. S4 se determine timpul de viaal miuonilor 4 a cror energie

este £=10°eV, dac timpul de viaa in referegialul propriu este
7, = 25[107°s, iar masa de repaus este, = 206,77m,.

Rezolvare:

Factorul y este dat aici de rela:
_ €
y_ .
‘90

Se calculeazenergia de repaus,, a miuonilor 4 :

£, =m,c® =1,69345107"'J = 106[10°eV - y =9,44819 -,
timpul de viaa al miuonilor 1 de energies =10°eV este:
At = yr, = 236215,

3.4. Energia mezonilor rapizi din razele cosmice este\BGiar
energia lor de repaus este de 100 MeV. Ce distaot stibate acgti mezoni
in atmosfex n timpul lor de vig, dac in referemialul propriu au timpul de

viatd 7, = 1251107°s ?

Rezolvare:

y:£=30 - At =yr, =375s
0
Distarta parcurs in atmosfex in acest interval de timp de wiaeste:

X = VAt =CTy4/y? -1 =112 44m.

3.5. Durata de vigi proprig ntr-un sistem de referi@ inettial legat
de particud, a unei particule instabile este =3[10°s. Sa se calculeze

distana pe care o parcurge particula paa dezintegrare intr-un sistem de
referini inerial fata de care durata sa de pMi@steAt ¥ 5-107% g,

Rezolvare:
Distanta |, pe care o parcurge particula pda dezintegrare este dat
de relaia:

I = vAtL.
Pe de alt parte:
AL — FTge
de unde otinem pentru spgaul parcurs expresia:

Jri-1
x = vAt = eyt = YV =cfAt? - 13 =12m

3.6.0 bati cilindrica de lungimels, se aff in repaus n planui 0y’
al referemialului propriusi face unghiu® cu axa0'x". Care este lungimea




orientarea barei in SL fa de care referaeialul propriu se deplaseazu
viteza constant ?

Rezolvare:
Lungimea barei cilindrice, in orice sistem de reigrplan, este dat
de relaia: M2=u0D"+1, 172

Componentele in cele dddimensiuni sunt date de reike:

LD =LODV(1-52)=01,0V1—-£"2) cos [6,0] .
respectiv:
I, =lpsind,,

Lungimeasi orientarea barei in SL este #lae relaiile:

[ =1g¥1—33*cos%G,
tgf =1, L/1(ID) = (tg8.01 /Y -5'2) |

4w R®
3.7.Un corp sferic de razR, are, in repaus, volumli = 3 . ce
volum va inregistra un observator plasat intr-igtesn de referitd ineial

fata de care corpul se deplasgan viteza constaiat’ ?

Rezolvare:
Se consider ci sfera se deplaseain lungul axei0¥ . In aceast

ipotez elipsoidul de rotge de semiaxéﬂ"d1 - ﬁz*R*R] are pentru volumul
lui expresia:

- 47T
V=—
3

H-E_!.’j _ ,E‘: — “E_!.'-j__ ,E‘:

3.8.Densitatea unui corp in repaus ezie Si se determine viteza unui

sistem de referifd inettial Tn raport cu care densitatea corpului devise
(n < 1)

Rezolvare:

Din relaiile de transformare a masgivolumului in teoria relativitii
restranse:

My
mM=—
V1-B% V="Tw1-B%;
se oline pentru densitate:

m Po
PEy =1~
de unde rezuitpentru vitea expresia:
1 g T— 1 eyt 1
n=1_ﬁ=—*ﬁ ~Tn VT T
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4. FIZICA FLUIDELOR
4.1. Statica fluidelor

Un fluid in echilibru se aflin repaus f@a de un reper ingal legat de
Pamant.

Valoarea presiunii este acgedn toate diregile si presiunea se
transmite cu aceegiaintensitate n tot fluidul dacfortele masice sunt mult
mai mici decat faele de presiune. Aceésafirmaie constituie principiul lui
Pascaki a fost confirmat experimental.

Pentru a deduce edimgeneral a staticii fluidelor, se consideun

element de volum M dintr-un fluid in echilibru (fig. 4.1). Asupra lui

adioneaz fortele determinate de presiunea fluidului exteridE,, dF, si

greutatea proprie a elementului de fludfpx. PresiuniledF pe aria lateral
se anuleazreciproc dod cate doa. Condiia de echilibru este:

dF, -dF, +dG, =0

p*dp

Figura 4.1

Facand proiegia pe axaOx se obine:
dF, —dF; +dG, =0
pdS - (p + dp)dS+ pg,dSdx =0.
Dac se considerca, p= p(x, Y, z) se scrie:
op op

@:pg' ——=P9y; .-=P9
ox oy ' oz z

Prin inmutirea acestor refa cu versorii corespuritori si Tnsumarea

lor se oline ecuda general a staticii fluidelor.
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grad p=pg. (4.2)
PO
_Po,
P =polexp *:2)
Aplicatiile acestor principii ale staticii fluidelor sundeterminarea
densititii corpurilor, stabilirea condilor de plutire, nisurarea presiunilor,
determinarea foelor hidrostatice, presa hidraudljc ridicator hidraulic,

acumulator hidraulic etc.
4.2. Dinamica fluidelor reale

Fluidele reale sunt compresibile¢ vascoase. De aceea apartdor
tangeniale, numite fore de viscozitate, care se opun aldineaelative a
straturilor vecine de fluid. Curgerea lamiarfluidelor reale prin conducte

Se considero conduct orizontak de se@iune circulaii constari prin
care se deplaseamn fluid real, Tn micare laminat. Coaxial cu conducta se

afla un tub de curent cilindric, de raxzariabik r si de lungimer (fig. 4.2).

Figura 4.2
Asupra bazelor acestui tubt@mneaz fortele determinate de presiunile

p, si p,. Pe supraf@ laterai a tubului de curent se exetcifortele de

frecare interd. Relgia de echilibru pentru cazul dat este:

(p— py)w?= —n;—d\rIanl : (4.3)
S-a avut in vedereaamigcarea fluidului are o simetrie axialadic
v =v(x,r). Din (4.3) se ofine:
Ap

v=4—n|(R2—r2)- (4.4)
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intr-o curgere laminar printr-o conduct orizonta, de segune
circulal constant, viteza este distribdit sub forma unui paraboloid de
rotaie.
Viteza fluidului are valoarea maximn axul conductei:
_Op[R’
4m|

Viteza medie a fluidului se poate determina cu ajut schemei

max

prezentate in figura 4.5. Considier o sedgune inelai de grosimedr, situat

la distama r fatd de axa conductei. Pentru aceasta, viteeate aproximativ

constand, iar debitul volumic elementar este:

dQ, =vdS=v(2xar [dr. (4.5)

2
I U
-

2R

Vmax

Figura 4.3
Debitul volumic total se gine prin integrarea refiei (4.4.), adié:
R
Q, =2nfvrdr = TAPps (4.6)
0 8|']|

Relaia (4.6) se numge legea lui Poiseuillg araé ca debitul volumic
este propaional cu diferera de presiune pe unitatea de lungime a conductei

si cu puterea a patra a razei conductei.

4.3. Teoria cinetico-molecula# a gazelor

4.3.1. Gaze reale

Van der Waals, luand in considerare volumul progtiumoleculelor

de gazsi fortele de interagune dintre molecule, a introdus doaooregii Tn
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ecuaia de stare a gazelor ideale, pentru ca aceételescrie comportarea
gazelor reale.
Dac asupra gazului real se exeficdtin exterior presiunea p, atunci
ecuaia Van der Waals pentru un kilomol de gaz are forma
a
p+—7 |Vu ~b)=RT, (4.7)
VM

- . a .
unde V,, este volumul unui kilomol de gaz. Cogacv—zeste presiunea
M

interm cauzai de fotele de coeziune dintre molecule. Acéagstesiune se
adaug la presiunea exteinmotiv pentru care gazele reale sunt mai
compresibile decat gazele ideale. Cgeed ia in considerare volumul
propriu al moleculelorsi de aceea se nugte covolum Considerand &
moleculele gazului sunt sfere elastice, rezuii volumul Tn care se
deplaseaz fiecare molecul este egal cu volumul spalui dintre molecule.
Coregia b arati ca gazele reale nu pot fi comprimate péla anularea
volumului. Constantela si b au valori dependente de natura gazsilge
determird experimental.

Ecuaia de stare pentrw kilomoli de gaz care ocdp volumul

V=W, , este:
via
P+7 (Vv -vb)=VRT. (4.8)

Ecuaia scrig pentruT, si p., are forma:

V@ —(ﬂm)v@ v 2y 2830 (4.9)
Pc Pc Pc
Rk +0b=yc; i:g\/ﬁc; ﬂzvﬁc
Pc c c

Parametrii de stare critici, Tn futhe de coretiile a si b, adia:

A S - -
Ve =3b; pc—ﬁl Tc—m- (4.10)

Tnlocuind in expresia IuT, pea=3p.Vyc sipe b= V% rezult:
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3
PcVmc = g RTc (4.11)

care repreziiat ecuaia de stare pentru punctul critic sdrigpentru

v =1 kilomol de gaz.

in punctul critic, @ruia 1i corespund parametrii critici, coexisaza
lichida si faza gazoas fara si existe o deosebire intre ele. Prin e
intelege una dinjstile omogene (gazoaslichida sau solid), ale unui sistem
eterogen, care se poate separa de restul sistepnuunetode fizice.

Dac se reprezirt grafic o izotermi Van der Waals pentru o

temperatut mai mic decéat cea criti se oline curba ABCDEFG din

Vs Vv, §1 Vg -

P
A
E
P - B D F
| C
i G
} T<Te
VM1 VMZ VM3 VM
Figura 4.4

In cazul in care intr-un corp de poipgradat in uniiti de volumsi
pus n legtura cu un manometru se introduce un gaz supus la EGo@Are
izoterni se constatca se oline curba experiment@alGFBA si anume: pe
portiunea GF , in corpul de pomp exist gaz, pentru palieruFB gazul
incepe 8 se lichefieze, iar InB intreaga cantitate de gaz este liché&fiat
Lichidele fiind foarte ptin compresibile, pentru a le comprima in continuare
este necesao presiune mare.

Curbele  experimentale, obute de Andrews (fig.4.5),

corespunitoare bioxidului de carbon prezinizoterma critiez si curba



punctatz, numi& curbe de saturae care delimiteaz patru zone: I-gaz; II-

vapori; lll-vapori saturatn si lichid; 1V-lichid.

o
L
(@]

=

e

§<
o
<
=

Figura 4.5

Punctul critic este un punct de inflexiune a izoter in care tangenta
la curli este orizontal Folosind expresiile (4.10) sasgsc constantels b
si R1n funaie de parametrii critici.

V &
a=3pVye; b=-C; R=—o
C

3 (4.12)

Inlocuind aceste valori in rela (4.7), prin simplifi@ri si inmultire cu

, rezulta expresia:

-2
i 3 V_MJ {3(\/_'\4] _1}:8L_ 4.13
[pc ' [VMC } Ve Te ( )

Valorile parametrilor de stare sunt: presiunea s&dwlumul redusi

PcVme

respectiv, temperatura redus
_p. _ Vv . _T
=— b= 6=—. 4.14
Pc Ve Te ( )
Din relaiile (4.11)si (4.12) rezuli ecuaia Van der Waals in animi

reduse:

(m+3¢72)(3p-1)=86. (4.15)
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Se constat ci ecuaia redug nu conine constante caracteristice
gazului.

Aplicatii

4.1.Un corp de masm pornate din repaus intr-un fluid vascos cu
factorul de rezistga r. S se afle :

a) expresia vitezei corpului in depenterv =f (t);

b) expresia legii de mtare in dependenta z=f(t) considerand
originea axei in punctul de plecare;

c) viteza de disip#e a energiei de la mobil spre mediul dgcare.

Rezolvare:
dv -
a) ma =mg-rv, de unde explicitam dt:

m
mg-rv

dt =

Integrand se aine: t = —mln(mg— rv)+InC
r

Lat,=0 ;v,=0, => C=¢g

:ﬂ{l_exp{_hﬂ

r m

Pentru t- o , exp{— Ltj = 0 si:
m

mg . .

=V,, = I atinsi cand : mg = -rv

|t4>00

b) dz_ V= z = vt =m{t +mexp{—Ltﬂ ecuaie valabik pe
dt r r m

durata regimului tranzitoriu.

c) d(T+U)=F W 0dt; (F 11 V), deci:

d 2
—(T+U)=-r
i URED

2 2
w__mg {1—exr{—Ltﬂ
dt r m
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Pentru t o, exp{—Lt) - 0si deci:
m

2.2
M:_mg :_mgljllim'
dt r

Pentru t foarte mare T=ct. idAU| =Q,

Q - cantitate deatdura preluaé de mediu de la mobil.

4.2.Pe un é&rucior se afl un vas cilindric plin cu ap naltimea apei
din vas fiind 1 m . Vasul este p#aut in firti opuse cu daurobinete avand
se¢iuneas = 10 cnf fiecare. Primul este situat la fundul vasului, ¢atalalt
la 25 cm fa de fundul vasului. Ce f@r trebuie aplicat carucioruluisi in ce
sens trebuie ea oriendapentru ca el &ramari nemicat, atunci cand se
deschid ambele robinete.

R: F=5N

4.3. Un vas cilindric deschis are diametrul de 10 dra. fundul
vasului n mijloc, se practicun orificiu de suprafa lcnf. Se toars api in
vas,cu un debit constant de 1,4- 10* m®.st.

a) La ce Taltime se va stabili nivelul apei in vas?

b) Oda# ating iniltimea stabilii la punctul anterior, se opte
turnarea apei. In cat timp se va goli vasul?

R:a)h=10"m; b)t=11s.

4.4, Intr-un vas, gezat pe pmant, se afl apa paa la riltimea de 2 m fa
de fundul vasului. La ce dttime trebuie gurit peretele vasului pentru ca apa ce ar
aceast tasni prin orificiu s atingh pamantul la maximum de distg? Cat de mare
este distara?

R:h=1m; x=2m.

TEST DE AUTOEVALUARE |
1.0 bard@ cu motor parcurge o distgrpe un rau in sensul curgerii apei

inty = 1A, jar un colac de salvare #a = 44. Barca parcurge acgladrum in

sens invers curgerii raului n:
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a) 1h; b) 2h; c) 3h; d) 4h; e) 5h: f) 6h.

2.Un corp parcurge o guare conform legi¥ = 16t — 8t*(m), yndex

se nasoa# Tn metriisi timpul in secunde. Dupprimelet = 25, viteza medie
a corpului este egatu:
a) 0; b) 1m/s; c) 2m/s; d) 3m/s; e) 4m/s; f) Gm/s.

m
3. O minge este langavertical in sus cu viteza tmla Vo =30

Daci mingea pierde justate din energia sa prin ciocnirea cu solud]timea

m
la care ajunge mingea duprima ciocnire, cunoscandu-§e 1n5_" este
egah cu:
a) 80m; b) 70m; c) 60m; d) 50m; e) 40m; f) 30m.

4. Un corp cu masies =0,1 kg este aruncat de jos n sus pe verdical

m

4“?' Tn acelai moment, de la Hitimea maxini la

cu viteza injiala "%t =
care ajunge primul corp, estésat 4 cadi liber un al doilea corp de nias
m; — 60g. Cele dod corpuri se ciocnesc plas§cisi continua miscarea ca
un singur corp. Viteza cu care corpul nou formatg solul este egaktu:

a) 25m/s; b) 30m/s; c) 35m/s; d) 40m/s; e) 45mM/SpMm/s.

5. Un corp de masm =002%g coboat pe un plan inclinat cu

unghiul @ = 45" cu planul orizontal cu frecafé = 0,3). pornind din varful

2Zm
planului inclinat cu viteza® ~ s si ajungand la baza planului r= 2.

La baza planului corpul logee un resort cu masneglijabik si constant

SON
. k=—— . N
elastia m asezat pe planul orizontal. Resortul Tmpréucu corpul

10m
formeaz un oscilator armonic orizontal. Se cuslmF ~ 5% . Amplitudinea

oscilgiilor este egal cu:
a) 0,06m; b) 0,12m; c) 0,18m; d) 0,24m; e)n®,¥) 0,36m.



6. Ecuaia miscarii oscilatorii a unui punct material este

T
= 0,4sin (27t + — . . -
? Sm{ T 3]&”} Acceleraia maxini a micarii este:

g gl 1 _1gM
a)dmfs’2 ;p)—4¢mfs'2 :c) 5% d) “s%;e) siif) 5%,

T
7. Un punct material oscileadupi legea Astn (mH_ 4) (m),

Raportul dintre energiile cinetigi potertiala ale punctului material la

T
r=—
momentul’ g este egal cu:

a) 0;b) 1;c) 2;d) 3;e) 4;f) 5.

8. Un punct material de mats = 108 oscilea in jurul poziiei sale

. T
de echilibru dup ecuaia y = 04sm (u:m: M 3) (m).

Céand trece prin poga
de elongée maximi, punctul material lowge o bik cu masam = 2,35
transmiindu-i intraga energie. Viteza bilei in urma impéwiteste egalcu:

a) 5 m/s; b) 10 m/s; c) 15 m/s; d) 20 m/s; e) 25, M/30 m/s.

9. Un corp este lansat vertical in jos de laltimea # =10m. cu

Sm

Yo =75 Tnaltimea h la care energia sa cingtiste de n=4 ori

viteza intiala

Ky
. ~ . . _ . g=10—
mai mare decéat energia sa poi&a, dac se ia? s%, este egalcu:

a) 1m; b) 1,8m; c) 2,25m; d) 2,7m; e) 3m; f) 5m.

10. Energia cinetic a unui punct material de n@ag =05 g care

1
oscileaz armonic cu amplitudined = 3 cm i frecver‘gaﬁ| ~ 7 Hz cand se

afla la distanay = 4 cm de podiia de echilibru este edatu:
a) 0.2ul; b) 0,35uf: ¢) 0.5u/; d)0.65uf: e)0.8u/; f) 0.9u/.

Soluiile testului sunt la pagina 202.
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MODULUL Il
5. TERMODINAMICA

5.1. Principiul zero al termodinamicii

Temperatura este oamme fizica ce caracterizedzstarea sistemului
termodinamic Tmpreuncu ceilati parametri de stare. Ea a fost introdlde
Maxwell Tn 1891 prin formularea u#torului postulat: doa sisteme aflate Tn
echilibru termic cu un al treilea simultan sau ssi¢, se afi in echilibru
termic intre ele. Acest postulat mai este cunosghtnumele de principiul de
zero al termodinamicii.

Scara de temperatuabsolul are avantajul & este independentde
natura substaei de lucru, adi€ a substagei termometrice. Intervalul de un

Kelvin este egal cu gradul Celsius, iar tieladintre valorile temperaturilor

masurabile Tn cele ddusciri este TK =t°C+27315 de unde rezult ca

punctul triplu al apei corespunde la temperatur@da

5.2. Principiul intéi al termodinamicii

in modul cel mai general, primul principiu exptnconservarea
energiei sub forma: “fiecare cantitate de energieid fel §i are echivalentul
intr-o cantitate de energie de alt fel, astfel fr@@ma algebric a tuturor
energiilor care intervin in transformaré e nuk”. Conform principiului
intéi al termodinamicii @dura transmis unui sistem termodinamic inchis
servagte patial la variaia energiei interne a sistemului, iar restul, la
efectuarea de lucru mecanic, adic

Q=AU +L. (5.1)
Lucrul mecanicsi caldura, depinzéand de caracterul procesului, sunt

marimi de procesi deci nu admit difereiale totale exacte. Mimea Q-L

este o diferetiald totak exact. La variaii foarte mici ale marimilor Q, L si
U, expresia este:
dQ=dU +4L. (5.2)
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Prin & s-a notat variga elementar a unei narimi care nu este
diferertiala totak exacs.

Aplicatii ale principiului intai a termodinamicii la gaeelperfecte.
Procese politrope. Infornia pretioase legate de transfoinie proceselor
termodinamice se ¢im cu ajutorul principiului Tntai al termodinamicii
Pentru rezolvarea problemelor teoreticgractice, se studidazprocesele in
care unul din parametrii de stanane constant in timpul transfairii.

Procesele politrope au drept cazuri particularecgsele adiabatice,
izoterme, izocorgi izobare.

Procesul politrop este procesul care are loc capaddatatea caloric
este metinuta constart. Toate procesele politrope sunt cvasistatjce

reversibile.

Daca termenul(aU /av)T =0, deoarece foele de interatune sunt

considerate egale cu zero, la gazele perfecteytseeo

av
C= +p——. 5.3
S (5.3)
(c-c,)dT = pav . (5.4)
Introducand relga:
pdV +Vdp =RdT , (5.5)

obtinuta prin diferenierea ecugei de stare, scrispentru un mol de gaz, in
relaia (5.4), se ofine:
c-C
p ﬂ + @ =0.

S 5.6
C-C, V. p (5:6)
Coeficientul adimensional:
= C —Cp .
ST (5.7)

se numete exponent politropic.
nllinV +In p =const
sau:

pV" =const (5.8)



Diferitele valori particulare ale exponentului gmp conduc la
intreaga gath de procese politrope posibile. Astfel= ddrespunde unui

proces izobar (p =cons), n=1 corespunde unui proces izoterm
C . L
(pV :const), n=y=ap corespunde unui proces adlaba(tvay =const),

iar n=zo0 corespunde unui proces izodts/r= const).

Procesul adiabatic este considerat ca fiind acelaursul druia
sistemul nu schimibcaldura cu exteriorul, adiz 3Q =0. In acest caz din
expresia principiului intai al termodinamicii retaul

-dU = pldv, (5.9)
adia, lucrul mecanic furnizat de sistem se face nuneasgama energiei sale
interne Din reldile dU =C,, [dT si (5.9) rezuls:

C,dT + pdV =0. (5.10)

Expresia reprezititforma diferegiala a legii unui proces adiabatic;
pentru a obine forma integral, se introduce reta (5.5)si (5.10),
obtinandu-se:

(c, +R)[pdv +C,V [dp=0. (5.11)

Avand 1n vedere refm lui Robert Mayer, prin ingtirea ecugei
(5.11) cuC, pV, se obine:

dv dp
—+—=0, :
Y vV (5.12)

undey=C_/C, este coeficientul adiabatic.
Prin integrarea ectiai (5.12) rezul:
yInV +In p =const, (5.13)
sau pV” =const

Folosind legea gazelor perfecte, atd5.13) se mai poate scrje

sub forma:
TV’ =const. (5.14)
Ecuaia care descrie transformarea adialiaté&ste cunoscit sub

denumirea de ectia lui Poisson.
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Lucrul mecanic intr-o transformare adiabagste:

Vo T2
L,= [plV =-[C,dT =C, (T, -T,) (5.15)
\%1 T
sau avand in vederé:cC,, = R& =R S ,rezulé:
R C,-C, y-1
R
Lo :m(Tl_Tz)- (5.16)

Procesul izoterm se caracterizégarin aceea & se desfsoai la
T =const, adia dT =0. Pentru gazul ideal energia intérd =const. sau

dU =0. Din expresia principiului intdi al termodinamiciiezult ca:

0Q = pldV si prin urmare, &ldura furnizai sistemului este transforniain
lucru mecanic. Valoarea lucrului mecanic intre dastiri corespunitoare

o V2 am__dv
volumului V, si V, este: L,=[ pldV =[] —RT— sau
Vi Vi M \

m V, _m p
L,,=—RTIN-2=—RTIn—. 5.17
12 H Vi M P2 ( )

De remarcat £ intr-un sistem de ax,(V), curba adiabatei este mai
inclinat decat izoterma. In plus, se constai atat la destindere, cét la
comprimare, transformarea izoter@ste mai avantajoasdeoarece in primul
caz se otine un lucru mecanic mai mare, iar in al doilea, c@cheltuige

un lucru mecanic mai mic decat la transformarealzdic (fig. 5.1).

\

Vi V2=V VS

Figura 5.1



Capacitatea caloric a sistemului care realizeazo transformare
izoterma fiind infinita, Tnseama ca pentru a-i modifica temperatura AT ,
ar trebui o éldura infinita.

Un sistem cargi pastreaz temperatura imiala constant, indiferent
de temperatura sistemului cu care vine in consachumete termostat.

Procesul izocor se caracterizéqmin aceeaxse desfsoafi la volum
constant. Din expresia principiului ntai al ternramicii rezult:

dQ=duU
sau
Q,=U,-U,,
adicd schimbul de @dura cu mediul exterior conduce la vai& energiei
interne a sistemului.

Din relaia dU =C, [dT se oline:
T2
Q. =U,-U, - [C,dT
T
si deci dildura schimbditde sistem in transformarea izoteste:
Q2 = Cv(Tz _Tl) (5.18)
Daci T, >T,, sistemul primgte cildura (AQ > O); daa T,>T,,

sistemul cedeazcildura (AQ <0).

Procesul izobar se produce la presiune coristaba exemplu de
proces izobar se poate da procesul de distilafgena Wdlzirea, fierbereai
condensarea apei au loc toate la agg@asiune.

Conform principiului intai al termodinamicii (5.4¢3ldura primi& de
sistem este:

3Q, =dU + pdV . (5.19)

Intrucatp = const., rezuit pdV = d(pV) i deci

3Q, =d(U + pVv)
de unde, prin integrare, setivte:
Q2 =U, -U, + p(v, -V,)

Notand cu:

76



H=U+pV, (5.20)
rezulé:

Qp, =H,-H,, (5.21)
ceea ce aratca In acest procesaldura primit de sistem sergte exclusiv
pentru narirea cantiltii H, numita entalpie. Aceasdtmarime este o funte de
stare deoarece este suma a doi termeni: energigtimare este o fumie de
staresi produsulpV a dod variabile de stare.

EntalpiaH joac in procesele izobare acglaol pe care 1l joat

energia intera U Tn procesele izocore.
Aplicatii

5.1. Un cilindru de volumV: =151 corine gaz ideal la presiunea

Py=2,Fatm g temperaturali =300K. Care este volumuli temperatura
gazului daa presiunea:

a) se dubleazlent;
b) se dubleazbrusc.

Rezolvare:
a) Daa presiunea se dublealent, procesul este izoterm:
Ty — T2=300K— V= :7,5|.
b) Daci presiunea se dubleabrusc, procesul este adiabatic:
G
P =p e’ T Ty

Conside#im ci gazul este biatomic:
y=14—1,=91415 T, = 3657 K.

5.2.Sa se determine expresia difeten®= — €+ pentru gazul van der
Waals.

Rezolvare:
Ecuaia de stare a gazului van der Waals este:

ﬁ:
(p+L,—=a)W—ﬁb] = SRT
5%a
unde: Vz - presiunea de contact, de coeziune;
b - covolumul, volumul propriu al moleculelor.
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Din principiul I al termodinamicii:

&

8
dQ = 9C,dT + (p+ -

de unde otinem pentru &ldura molaé la presiune constant:

1d0Q 1/ d%a\fd
“»=par="C +§(¢”F)(ﬁgu

Se diferefiazd ecuaia de stargi se ohine:

R
Co=Co= _ 26a(V —8b)3

RT V= :
ce constituie rel#a lui Robert-Mayer pentru gazul van der Waals.

S)av

5.3. O cantitate v =1kmolHe, primegte o cantitate de atdura
Q=247Q pentru a se destinde izoterm de la voluMt3m® la volumul

V, =6m’. Si se determine temperatura gazului, considerandoesta se

supune ecu#i Van der Waals.

5.4. S se gseasg ecuaia procesului adiabatic pentru un gaz care se
supune ecugi Van der Waas, presupuna@g = const.
R: T(V - b)Y ! = const.

5.5. Un mol de gaz biatomic aflat la temperatura 300s¥,dilak
adiabatic, Tn starea firavolumul fiind de trei ori mai mare decét in starea
initiala. Si se calculeze lucrul mecanic efectuat prin dilatgiresariatia
energiei interne a gazului.

R: L =2,210° J; AU = -2,210° J.

5.6. O cantitatev = 2 kmoli He, primgte o cantitate deatdura Q =
3473,6 J pentru a se destinde izoterm de la volvnal4 n? laV, = 8 nt. S
se determine temperatura gazului, considerdndcesta se supune etiaa
Van de Waals.

R: T =300 K.
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5.3. Principiul al doilea al termodinamicii

Fenomenele naturale se dgshii de la sine, intotdeauna intr-un sens
bine determinat, atat timp cat nu apare vreo ieteiw din exterior.

Un sistem care igfial nu se afl intr-o stare de echilibru (de exemplu,
conine gradiefi de concentrige, presiune, temperaturetc.) sufex
intotdeauna o transformare intr-un sens bine d&tatm- @tre starea de
echilibru — dei transformarea invefisnu este interzisde legea conseiii
energiei. Procesele reversibile sunt cazuri ideldeproceselor realg pot fi
realizate in condi speciale.

In general, procesele reale sunt ireversibile. djsinl al doilea al
termodinamicii in formularea date Clausius esteéldura nu poate trece de
la sine de la un corp mai rece la unul mai cald.

Kelvin a dat principiului al doilea al termodinannialta formulare: un
proces, al &rui singur efect este transformarea conipketaldurii in lucru
mecanic, nu se poate realiZzBransformarea compketa dldurii Tn lucru
mecanic se poate realiza practic intr-o destindsyterma a unui gaz, dar
acesta nu este singurul efect, deoarecé daptindere, gazul océjpin volum
mai mare.

O formulare mai generala principiului al doilea al termodinamicii
introduce un concept nou, entropia (care permitenfilarea unui criteriu

cantitativ pentru sensul de d&gfrare a proceselor naturale) prin tea

ds> 22
T

unde 6Q reprezind cildura reversibii schimbai de sistem cu mediul

exterior.

O deosebit importana o are ideea lui Boltzmann de a lega entropia,
care este un concept microscopic — de prapiiet microscopice ale
sistemului. O stare macroscopida a unui sistem poate corespunde la un
numar foarte mare de &t microscopice. Starea microscopia unui sistem
se schimb necontenit in timp; de exemplu, starea microséopianui gaz se

schimkbi Tn timp datorid ciocnirilor moleculelosi redistribuirii vitezelor.



Numirul de siri microscopice care corespundiréit de echilibru a
sistemului este mult mai mare decat in oric stthire de neechilibru.

Probabilitatea ca sistemul (izola§ sufere schimiri insemnate este
foarte mia. De exemplu, este foarte tpu probabif schimbarea in urma
careia moleculele unui gaz s-ar aduna — de la simemai intr-o junitate din
volumul ocupat de gaz. Starea in care moleculal@ointregul vas este mai
putin ordonat decét starea in care moleculele acapmai junitate din vas.

Entropia sirii unui sistem este o #suf@ cantitativd a gradului de
dezordine al acelei @i, in sensul & starea cu cea mai mare dezordine este
cea cu entropia mai mare. Entropia este otfende stare a unui sistem
deoarece vari@m entropiei, la trecerea unui sistem dintr-o sterelta, nu
depinde de drumul urmat de sistem intre celeidstiri. Ea caracterizeaz
sensul de degfurare a proceselor in naiur

Pentru a gsi condiia de echilibru a unui sistem macroscopic este
necesar & se considere latura intre descriereaastior macroscopice ale
acestuia, adicintre microstri si microstiri. Pentru simplitate se consider
un sistem compus dintr-un singur fel de particalesiror numir esteN .

in cazul unui sistem izolat in echilibru, o starEmscopié a sa este
complet determinatde energia saV, de volumulV ocupat de sistersi
numirul de particuleN din care este format sistemul. Ragistemul se all
intr-o stare de neechilibru, sunt necesaralte nirimi macroscopice care
determira fortele exterioare (de exemplu, intensitatea unui céfaptric ce
agioneaz asupra sistemului). Acesteanmi suplimentare se vor nota in cele
ce urmeaz prin simbolul comunx, iar o macrostare este specificqtdrin
(W,v,N,x).

In cadrul fizicii clasice se considerci microstirile formea# o
multime infinita nenundrabild (sau un continuum). Evaluarea riroiui lor
este dificik.

Conform mecanicii cuantice, micragte nu formea un continuum,
ci 0 mukime discrex.

Numarul de microsiri corespunitoare unei macrodt determinate

de parametriiW,V si x si care are energia cuprihdn intervalul W si
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W +dW se numsgte ponderea statisti@ sirii macroscopice considerate sau
probabilitate termodinamic si se va nota prin Q(W,V,N,x).Toate

microstirile unui sistem izolat, compatibile cu anumite oralfixate ale
marimilor W,V,N sunt la fel de probabile. Din postulatul formulatexior
rezulé ca probabilitatea ca un sistera se afle intr-o macrostal(W,V, N, x)
este propafonak cu ponderea statisticQ (W,V, N, ).

in ceea ce priwe starea de echilibru a unui sistem — care corespu
unei anumite valori a luk — se introduce un nou postulat: starea de echilibr
corespunde la acea valoare a Ini pentru care ponderea statistic
Q(W,V, N,x) atinge valoarea maxanparametrilv,V, si N fiind fixati.

In locul ponderii statistice este mai utdl se introdus entropia ca o
masura a dezordinii unui sistem aflat intr-o macrostaedi.dEntropia unui
sistem care se &flin macrostarea(W,V,N,x) se defingte prin relaia

lui Boltzmann:
sw,v,N,x)=kIInQW,v,N,x), (5.22)

undek este constanta lui Boltzmann.

Pe baza reteei (5.22) poate formula principiul al doilea al
termodinamicii cu ajutorul entropiei. Postulatulnéarm ciruia ponderea
statistié& (probabilitatea termodinandiga unui sistem izolat atinge valoarea
maximi Tn starea de echilibru, poate fi eratrgi astfel: Tn timpul proceselor
naturale, entropia unui sistem izolat g¢eg atingand valoarea maxinin
starea de echilibru.

in cazul unui proces reversibil (ideal), sistenmdlat trece printr-un
sir de stiri de echilibru, astfel Tncat nutrul de microstri corespunitor
acestei macro#ti rimane neschimbat. Deci, In timpul proceselor rebéesi
entropia unui sistem izolataméane constadt Aceste concluzii pot fi

exprimate prin relga:
AS=0, (5.23)
unde, AS este varigia entropiei sistemului izolat considerat in deaursui

proces, semnul ,>"referindu-se la procesele natufia¢versibile), iar semnul
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egal la procesele reversibile (ideale). Ralg5.23)constituie legea entropiei,
dar care repreziditsi cea mai generalforma a principiului al doilea al
termodinamicii, dat pentru prima dade Clausius prin introducerea entropiei
pe cale empirie. Sensul fizic al entropiei a devenit mai clar numhapa ce
Boltzmann a legat entropia de ponderea statististirii.

Principiul al doilea al termodinamicii poate fi enat si sub forma
imposibilitatii realizirii unui perpetuum mobile de sjgea doua, adica unei
masini care ar fungiona pe seama energiei interne a unui singur reeerv
termic. Spre deosebire de perpetuum mobile deaspeai (care ar fi o
masina ce ar produce lucrul mecanicsi-deci energie — ,din nimic”) aacui
imposibilitate rezult din legea conseivii energiei, perpetuum mobile de
spea a doua nu contrazice legea conseirenergiei.

O analiz amanunita a rezultatelor ofnute anterior pe baza
consideréilor statistice scoate in evidginurmatoarele concluzii cu privire la
limitele de aplicabilitate ale principiului al ded.

In primul rand, aceste rezultate suntiobte pe baza metodelor fizicii
statisticii si a teoriei probabilitilor. De aceeasi rezultatul final AS=0
poari un caracter probabilistic. InegalitateAS>0 arati ci cea mai
probabik varigie a entropiei unui sistem este gezea sa.

Casi toate celelalte rezultate ale fizicii statistiegdoilea principiu al
termodinamicii este adérat cu exactitate péna fluctuaii. Fluctugiile de
densitatesi de presiune sunt procese in care probabilitgitemtropia Strii
pot descrgte.

In al doilea rand, nu are sens s aplice legile fizicii statistice si in
particular, principiul al doilea,AS=0, la un sistem nelimitat cum este
Universul. O astfel de incercare a fostuta de Clausius atand & s-ar

ajunge la ga-numita ,moarte termica Universului”.

Aplicatii

5.7.S4 se calculeze varia entropiei unui sistem izolat compus din
douwa gaze perfecte in udtoarele cazuri:
a) gazele au temperaturi tiale diferite, iar In final au acega
temperatut;
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b) gazele au ifial presiunilep; si p2, iar In finalp] =p, =p.
Rezolvare:
a) Pentrgts =%z =1kmol;U=0Cr-T+ 0,
Ty + T2
CoTy +Ug + CyTa + Uy = 2(C, T + Up) =2 T,y = ——2 5 z

5= C[:ETIT"‘ RETIV"‘SD

CyInT, CyInT,
V = const = AS = AS, + AS; = rm Y m

Pentru : i T;
2C,InT T, +T,
= "= aCyin| 22
1,'.'T:L 2 \.;TlT.-.

b) $a=02=1kmol; Ty =T =T; py # P2, P1 > Pz;

Irr :pll[;l
psVy =RT:p,Vy = RT = t by
: . paVa
poVy = RT; po/s = RT =V = P23
By
i+l =1 +1;
CpyVy+paVa  2RT _ 2RT
PI="V,+V. V;+V; RT_RT , _ 2Paps

P1 Pz, F TPy D2

S§=C,IaT —Rinp+ 5,

AS = AS, + AS; = —2RInps + Rinp,Rinp,
_ Pt Pz

A5 = 2RIn (2 )} 0

1Pz

5.8. S se calculeze vari@a de entropie a 3,2 g oxigen care se dlilat
izobar pas la un volum triplu fga de volumul iniial.
R: AS= 3,2 J/K.

5.4. Principiul al treilea al termodinamicii

Acest principiu ardit ca: entropia orieirui sistem, la temperatura de
zero absolut, este edgalcu zero Aceasi afirmaie se poate exprima sub
forma dai de Planck:

limS=0 (5.24)



Planck a aitat ci teorema lui Nernst este strans lagde teoria
cuantiég. Conform mecanicii cuantice,asile energetice sunt discrete la
zero absolut, sistemul se va afla in starea cuanticenergia cea mai jaas
(starea fundamentgl Aceasta inseaminca la zero absolut este posibib
singu microstare Q =1) si deci, S= 0. Faptul @ energia este discéehu
nseama ca micsorarea entropiei poate fi observdd temperaturi atinse pe
cale experimenta) deoarece nivelele energetice ale sistemelor rmecpice
sunt dispuse atat de aproape intre ele, incat nfi distinse in experigele
termodinamice.

Sistemul nu se aflin starea cuanticcu energia cea mai jagsici la
cea mai sizuta temperatut atinsa in experigale de laborator.

Teorema lui Nernst poate fi legatde urndtorul principiu
fenomenologic: nici un sistem nu poate dcit pari la temperatura de zero
absolut. Aceast conseciti a teoremei lui Nernst poate fi ldatrept o

formulare a principiului al treilea al termodinainic
Aplicatii

5.9. & se calculeze varia entropiei unui sistem izolat compus din
douwa gaze perfecte in utoarele cazuri:

a) gazele au temperaturi tial diferite, iar in final au acega
temperatura.

b) gazele au ifial presiunilep, si p, , iarin final p;=p,=p.
Rezolvare:

a) Pentruv, = v, =1kmol; U=C,T+U,
C,Ti+Ug+C,T,+Uy=2(C,T,, +Ug)=

Th = 5 S=C,InT+RInV+S,

Pentru V=const. =2AS=AS, +AS, =C, InT—m +C, InT—m
Tl 2
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AS=2C, In—m (T”TZJ >0

NP EYA A

b) v;=v, =1kmol; T, =T, =T ;P ZP,; P> P,.
T=T,=T (U=ct)

pV, =RT; pfvl':RT:>V1':ﬂ
Ps
p.V, =RT; pfvz':RT:>V2':%
P+
V, +V, =V, +V5 = p, _PVitpV, _ 2RT _ 2RT D, = 2pp,
VitV, V+V2 RT | RT Pt P2
Pr P2
S=C,InT-RInp+S,
Pt P2

AS=AS +AS, =—2RIn p; +RInp, +RIn p, =2RIn| —2— | >0

v PP

5.10Un gaz ideal sufé@run proces izoterm la temperature 27°C.
Sa se determine variia entropiei gazului ideal in decursul acestui pssc
daci variaia energiei libere Helmholtz est¢ = 600 /.

Rezolvare:

ﬂanU—ﬂ{TﬂﬁjS:—zf—(.

5.11. Sa se determine vari@a energiei libere HelmholtAF si a
energiei libere Gibb&& | pentru un kilomol de gaz ideal cand estaluic
de la temperature d&/°C la temperatura dé27°C . Volumul constant este
de 5! .

Rezolvare:

Se folosesc retdle de defintie ale energiei libere Helmholtz,,
respectiv Gibbs care se scriu sub fame difereige finite:

AF = Al - A(TS) =

— OCy(Tz — Ty)— OR(Ty — TydaV — 8C,(TainTy — TyinTy) — (Tx — T1)5q —

=§,76-107 — 805, |.



ﬂG=ﬂF+ﬂfpﬂ=ﬂF+V@=—p1]=ﬂF+V%ﬂz— 1)=
1

SR )
= BF +V—(T; = T,) = AF + 9R(T; ~ T,) = ~8,69 - 107 — 80S, J.

5.12. Sa se determine energia libeHelmholtz, F, entalpia, Hi
energia libex Gibbs, G, pentru un mol de gaz ideakauccaldura molai la
volum constant depinde de temperatdupi legeal. — 4 + BT | unde4 si
E sunt constant reale.

Rezolvare:
Variatia elementar a energiei interne este dale relaia:
dll = #C,dT = #(4 + BET)4T
de unde prin integrare, setwie pentru energia lib&r
U=ﬁAT+%T’ + Uy
Variatia elementar a entropiei este date relaia:
dQ #(A + BT)AT + pdV
== T ,
de unde, prin integrare, setwi® pentru entropie:
S =38AInT + S8BT + FRInV + 5, .
Expresiile pentru fundle termodinamice solicitate in problémsunt:
» energia libex Helmholtz:

3
F=U—-15=0AT+ Eﬁb"j': — HATInT —HRTINV + Uy — I5, -
* entalpia:
#E .
H=U+pV=20AT +—T"+5RT + Uy .

» energia libex Gibbs:

3
G =F +pV=9AT + S 8BT* — OATInT —SRT(UnV — 1) + U — TS,

5.13. S se calculeze variia de entropie care se produce lairicea a

14g sodiu de lat, =37°C la t; =700C. Se cunosc temperatura de topire:
t, =975°C, Cyqs) =11846 J/kglK t, =975°C

Cna() =13395 J/kmolK, A, =113010° J/kg
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TEST DE AUTOEVALUARE I

1. Un compresor, care a fost construit pentru a Comgri
. . =c - . Yretiw =
adiabatic aerut “” 5/, este utilizat pentru a comprima hetiu™™™ 3/,

Tn timpul comprinarii, heliul in raport cu aerul :
a) se inalzeste;
b) Tsi mertine temperatura;
C) se Kkcsste;
d) Tsi dubleaz temperatura;
e) se Hhceste cu un grad;

f) Tsi menine constarit presiunea.

2. Doui vase avand volumelt: si Vi contin un gaz ideal la

presiunea gi sunt legate printr-un tub de volum neglijabilitial, cele doé

vase se aofl la aceeg temperatut T . Apoi, vasulV: se ndlzeste la
temperaturd’s = 2T gi ca urmare, raportul dintre presiunea finalgazului
8 A
si cea iniald este egal c@. Raportul dintre volumé- are valoarea:
a) 1;b) 2;c) 3;d) 4;e) 5;f) 6.

3. intr-o butelie cu volumul = 2! se affi oxigen la presiunea
N
p=6-10° m2 g temperaturd = 27°C. Dispozitivul ataat la captul tubului
lass sa se scurg gazul cu un debit volumic constant la presiunea
_ 13 105N
P1=54"707 Tubul poate fi utilizat timp de 8 ore. Debitul dargere al
gazului este egal cu:

ELE I
a) min’ b)min7i;c)h;d)h;e)s;f) 5.

4.Un cilindru orizontal cu piston mobil cone la volumulV = 3L o
kg

) ] =32—) . . .
magi m=08kg oxigen ( “2 kmol/  Prin comprimare izoteri
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g
. . : 10— - :
densitatea oxigenului gy cu = m?*. Temperatura mediului ambient este

T =320 K . Volumul final al oxigenului din cilindru este dgau:
a) 1i: b)2k ¢) 2,51; d)3l e) 350 f) 4l
5.Dintr-un balon cu volumdf =1 jese gaz la temperatura mediului

Tnconjugtor, care Imane constant. Ca urmare presiunea gazului scade cu

103N

m?2 | iar masa balonului cu gaz scade & = 1g. Densitatea
10°N

gazului la presiune nornial este™ T T si temperatura mediului

Ap=55-———

Tnconjugitor are valoarea:

k k k k kg Lk
170-5 1750 1828 2% 25— 1T

a) ; b) ; C) Ld) T e) e
6.Un mol de gaz, aflat la temperatufa si volumul ¥+ se destined
dupi legeal = oV — bV? | Lucrul mechanic efectuat de gaz pentri dubla

volumulVz =nV,, cuh =2 | este egal cu:

3
Raly — —RB1®
a) 175 1.

b) zRaVL—%Rbe;
c) 2RaV;;
d) 2RAVE:
e) (@ 2b)RVE;
f) 3Rb,.
7.Un calorimetru cu capacitatea caléricneglijabii contine
my =500y am la temperatura = 30%C | |a care se adaagnsz =200 g

gheaa la temperatura t, = —10°C

J J H}')
= 4200 —— =2100—; - =335—] . .
( Capd kg - K oheatd = kgK " "R T 77" %g] In starea findl

in calorimetru se maiageste 0 mas de gheg egal cu:
a) 0g: b)255 c)l00g ; d)150 g ; e)200g: f) 50 g.

Soluiile testului sunt la pagina 202.
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MODULUL I
6. ELECTROMAGNETISM

6.1. Electrostatica
6.1.1. Legea lui Gauss pentru medii omogene
Se numegte flux electric printr-o supraf o mirime numeric egal

cu nunarul liniilor de camp care trec prin acea suptaf®ac se noteaxcu
s, fluxul electric care siibate normal suprafa S, in campul uniform de
intensitatekE, rezulé:
Y, =E[S,. (6.)
Pentru a calcula fluxul electric printr-o supnéf& asezat Tnclinat

fata de liniile de camp (fig. 6.1) se proiecté&pe un plan perpendicular pe
E si se ohine:
S, =Slcoxr.

my

TN
\ v >
'l
\
\
\
—

e

So

Figura 6.1

Fluxul electric prin§, este egal cu fluxul ce &bate suprafa S.

Ys=y¢g = ES = EScosa (6.2)
sau
Y =ETS5, (6.3)
unde: S=SMi; (A — versorul normalei la supraf.

in cazul in care campul. electric este neunifof#(const), fluxul

electric elementar se defite prin relaia:

dy = E @S, (6.4)
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in care dS este elementul de suprdfape care E poate fi considerat

constant. Prin integrare se deteranfiluxul total:

L|JS=I£EE1§=I£EWSCOSG. (6.5)

Se consider suprafga inchiga S (fig. 6.2) Tn interiorul &reia, Intr-un
punct oarecareP, se afi o sarcid electrid Q. Cu centrul inP se
construigte o sfed de raz r, astfel incéat toate liniile de camp ce plede la

sarcinaQ stribat atat suprafa S, a sferei ca$i suprafaa S . In acest caz

Q Q _ Q
ATEr TErs gd% 43 > (6.6)

SFORES =

lIJs=lIJso=§) 4

undee este permitivitatea mediului omogen in care sesatcinaQ.

Figura 6.2

in relaia (6.6.) supraf@ S, = Atr? si ca urmare rezuit

p=2 6.7)

€

Liniile campului electrostatic sunt curbe deschisee pleaz de la
sarcina pozitig si se opresc pe sarcina negatibarcina pozitig¥ (Q>0)
creeaZ un flux pozitiv, ¢ >0 iar sarcina negatiiv(Q<0) creea un flux
negativy <0, prin S.

Fluxul elementardy prin suprafga elementdrdeschis dS (fig. 6.3
si fig. 6.3) este pozitiv ddc sensul linillor de camp este acglau al
vectorului dS (care are sensul normalei la suptgfai negativ das sensul

liniilor de camp este contrar sensului vectorudSi.
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Y 7

Figura 6.3 Figura 6.4

N

Pentru a determina fluxul electric printr-o suptafaachigi S, creat
de o sarci Q situati intr-un punctP exterior (fig. 6.5), se constryie un
con elementar cu varful iR, care decupeéze supraf@a S doui clemente
de suprafeéi dS si dS'. Fluxul electric prindS este egal, in valoare absalut
cu fluxul prindS'. Dar, fluxul d@ este negativ, deoarece elibtte suprafia
dS in sens contrar normaléi si deci:

dy = —dy
sau
dy +dy’ =0. (6.8)

Figura 6.5

Intreaga suprafa S se poate considera ca fiind #ldtd din perechi
de elemente de supr&fadSsi dS construite ca in figura 6.5. Prin fiecare
pereche de supra&elementare, fluxul total este nul. Prin insumaesstor

fluxuri elementare se dibe:
L|J=ISIEE1§=O. (6.9)

Fluxul total printr-o suprafé inchisi este nul dac sarcina care

produce campul se &fin exteriorul suprafei.
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Relaiile (6.7)si (6.9) exprind legea lui Gausd-luxul electric printr-o
suprafad inchigi de forni arbitraéi numeric este egal clye, Tnmulit cu
suma algebric Q a sarcinilor electrice aflate in interiorul sugef, este
egal cu zero can@ este exterior acestei supnafe

Daci sarcinaQ este distribuit continuu Tn sp@u, se defingte o

densitate volumit p de sarcia:

d
=22,
unde dQ este sarcina cupria$n elementul de volum dV. Sarcina electric
totak este:
Q=[]]pdV.
\%
In conformitate cu teorema Green-Ostrogradski,flustal satisface
relaia:
¢=§§Emé=1j£divémv. (6.10)

Legea lui Gauss este:

= = - 1
HE@S =] [dvErav =2 =2[[pav, (6.11)
S \Y € € vy
iar forma local a legii lui Gauss:
divE =P, (6.12)

€
Semnificaia fizica a divergerei este ddit de densitatea voluniica

sarcinilor electrice.

6.1.2. Vectorul indudie electrica

Pe faele laterale ale dielectricului, introdus fintre atumile
condensatorului apar sarcinile legate de d&msisuperficiale +o,
(fig. 6.6). Aceste sarcini produc in interiorul léietricului un camp electric,

orientat in sens contrar campului produs de sdeciibere de pe ptile

condensatorului.



Sarcina electric distribuii uniform intr-un strat sulve este numit
distribuie superficiad de sarcia. Se considéro suprafga plara infinita cu o
densitate superficialde sarcia. Se considéro suprafé plara infinita cu o
densitate superficialo constant. Din motive de simetrigi din condiia ca
sarcinile din plan & fie statice, campul electric creat de plan areda
normak la plan. Se considgio suprafg gaussia de forma cilindrica si de
segiune S, care intersect@aperpendicular planul Téccat, (fig.6.6). Fluxul
electric prin suprafi@a laterad a cilindrului este egal cu zero deoarece liniile
de camp sunt paralele cu acéamiprafai. Fluxul total este dat de fluxurile
Wlsi Y2, care sttbat cele doibaze Ski S2 ale cilindrului.

;

@_)nz

\3l
—

1 H
wn

+++§§$++++

++++H+h T+ ++

my.
/+
my

Figura 6.6

Pe feele laterale ale dielectricului, introdus fintre atumile
condensatorului apar sarcinile legate de dastperficiale o, Aceste
sarcini produc in interiorul dielectricului un caralectric,

o

E =

o =—2. (6.13)

€0

Céampul electric total este:

E=E,-E,= : (6.14)
sau
goE+op=0=¢,E, =¢€E, (6.15)
unde s-ginut seama de refa (6.13) si din relga (6.15) rezult:

g,E+P=0. (6.16)
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Vectorul indugie (sau deplasare) electtieste:
D=g,E+P. (6.17)
Din relaiile (6.15)si (6.17) se otine:
D=¢E. (6.18)
Gradele de orientaresi de polarizare ale moleculelor sunt
propotionale cu intensitate& a campului din interiorul dielectriculgi ca
urmare, vectorul polarizar® este propaonal cu vectorul camjk :
P=¢gxE. (6.19)
Coeficientul X se numgte susceptivitate electkicsi caracterizeaz

mediul din punctul de vedere al graduldusde polarizare sub influen
campului electric. Din retale (6.17), (6.18%i (6.19), se otine:

D =g,E +gXE =€ E(1+X) = €E = 4¢, E, (6.20)
in care
g =1+x. (6.21)

6.1.3. Energia campului electric

Lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea sar€nide la una din
placile condensatorului la cealaltin timpul procesului de Téccare a
acestuia pancand difereta de potetial dintre phci devineU =V, -V,
este nisura energiei condensatorului dnzat.

Intre sarcinadQ si tensiuneadU dintre plici exist relaia:

dQ=CduU . (6.22)

Lucrul mecanicdL necesar pentru a transporta sarcil@ de la o

plac la cealali este:

dL =UdQ, (6.23)
sau
dL =CUdU . (6.24)
Energia condensatorului este:

U
W =L=C[UdU =%CU2=%QU. (6.25)
0



Daai in relgia (6.25) se introduc expresiile:

U=Ed (6.26)
si
Q/U =eS/d=C, (6.27)
se ohine:
w =%SOEZS®I. (6.28)

Relaia (6.28) exprim energia condensatorului, Tn fuiec de
intensitatea campului electrit

Campurile constantg sarcinile care le creeanu pot exista in mod
independent. Campurile variabile Tn timp pot exisdependent de sarcigii
se propaga in spa sub fornd de unde electromagnetice.

Experiena arai ca undele electromagnetice transgorénergie.
Purtitorul energiei electrostatice se considera este campul electric.

in relaia (6.28),V = X si ca urmare expresia se poate scrie sub forma:

W :%SOEZ\/. (6.29)
Densitatea volumicde energie este:
W:W:EeOEZ:EE[ﬁ. (6.30)
v 2 2

Aplicatii

6.1.S4 se calculeze pot@alul creat de un dipol electric, intr-un punct
a arui distana r pari la dipol este mare fade lungimed a dipolului.

Rezolvare:
_ 91 1y gmn-n
P 4me\ny, 1) tme nn

Ty — Ty = lcos8
Tty =¥

_q lcos8 1 pecosB
P~ 4ns r3  4ms r3
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6.2. Fie o sfef (in vid) cu razeR, si care cofine o sarcia electric q
-9
4 2

campului electrigi potertialul electric intr-un punct fexterior sferei (situat
la distana R; de centrul sfereiji intr-un punct P interior sferei (situat la
distana R, de centrul sferei).

Aceeagi intrebare dat sarcinaq este distribuit uniform in sfera de
q

4 5
Y%

Rezolvare
Considerand o suprafagaussiai de fornmd sferici cu razaR; si
concentrid cu distribuie de sarcii, se poate scrie:

®, = [ E [Ms=E [ds=E R =t = E = — 1

& 47 R?
V= 1 Ic[ds: q
dne, > R dne R,

Pentru un punct din interiorul sferei:

@, =j32|§2[b§=o:s E,=0

vV =jE2mR=ijd—'§= 9
R, 4iE, n R 41ER,

Pentru distribtia volumetrié de sarcia se gseste:

2_ 9 1 P
o®,=[E IE=E, @& = P
I B R = & =5 477.£R1 477.£Rl STRO 3¢,
_[ B _ »_9q _1 4
CDi—LZEZEtE—EZBURZ——O—g—Op—nRZ
E-PRr-_9R
2 T3, 4, R
0 0

6.3. O sfed cu centrul inO si de raza R este uniform inarcat

electric cu o sarcih electrid de densitate volumic p. S se calculeze
campul in interiorul sferei intr-un punddl aflat la distata r <R. S se

calculeze poteralul V(r) in acelesi condtii.
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Se poate verifica rezultatul, pornind de la contatea luiV pentru
r=R.

3 3
3, 3 4R 4mER

6.2. Electrocinetica

6.2.1. Legea consetirii sarcinilor electrice

Experiena arai ca sarcina electriceste indestructiil ea nu poate fi
creati sau distrus, sarcinile electrice se pot deplasa doar dintlegrin altul,
dar nu pot apare prin procesegiiite. Sarcina se consérv

Daai exist un curent net spre exteriorul unei suprafimchise (suma
curenilor care ies din suprafia este mai mare decat suma celor care)intr

cantitatea de sarcéindin interior trebuie % descreasc cu o valoare

corespunztoare.

. do..
H7 S = —QT (6.31)

in care,Querior =J [ /PAV, Tn careV este volumul (6.31).
\

In conformitate cu formula Green-Ostrogradski, tield = [| ] (@S
S

devine:
QT@IS =[] divj [V . (6.32)
\Y

Din relaia (6.31),Q,, =[[JpdV si § | @S = [[[div j @V rezuls:

% +div(pv)=0 (6.33)
sau

op ., .=

%P 1 dij =0. 6.34

Pl (6.34)

Relgia exprimi legea consetvii sarcinilor electrice si poargé
denumirea de ectia de continuitate a liniilor vectorului dergit de curent

electric.
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6.2.2. Legea lui Ohm pentru densitatea de curent
Miscarea ordondt dirijjata a electronilor intr-un conductor este
cauzal de campul electric care tianeaz asupra fiedrui electron cu faa

F =-eE. Diferenta de potetial constant produce intr-un conductor un
curentl constant.

Cauza acestui fenomen candh faptul & in timp ce electronii se
misca Tntr-un metal ei se ciocnesc cu ionii pozitivi dieaua cristalia a

metaluluisi le cedeaZ energia cineti¢ acumulai in campul electric.
Densitatea de curent creati de electronii de concentia N, ce se

deplaseazcu viteza medi&/ , este:
J=N(-eV=-NI. (6.35)
Dac se consider ca imediat dug o ciocnire cu ionii reelei

cristaline, electronul are viteza guirii ordonate :v, =0 iar apoi in timpulr

dintre dou ciocniri dobandgte, sub agunea campuluiE, accelerda:

a=

3| ™
3|

viteza electronului Tn momentul Tnceperii unei aiicniri, este:

_ _ eE
VmaX:aD':_FD:.
| Al |
I/
S {
\\
Vi T E \]
Figura 6.7.

Viteza mediu a mcarii ordonate este:

sau:



v:—ﬂzpué, (6.36)
2m

unde 4 se numgte mobilitate.
Inlocuind relaia (6.36.) in expresia (6.35.) setiole:
e’Nr

[E=0(E, (6.37)
2m

j=
se numgte conductivitate electric Ea crgte cu concentiga electronilor de
condugie si cu timpul dintre dodé ciocniri si scade cu masa patorilor de
sarciri. Relgia (6.37) se nunyte Legea lui Ohm pentru densitatea de curent
sau forma local (difereniald) a legii lui Ohm.

Din expresia (6.37) rezdltca densitatea de curent dintr-un punct dat
al unui conductor este in mod unic determiirde intensitatea campului din
acelai punct.

In punctele din mediul conductor undeianeaz atat forele electrice

potenialele catsi cele imprimate, legea lui Ohm devine:

j=olE+E). (6.38)
6.3. Magnetostatica

Formula Biot-Savart-Laplace. Bigt Savart au constatat experimental
ca intr-un punctP (fig. 6.8) situat la distaa r de un conductor rectiliniu,

practic infinit de lung, parcurs de un curdntapare un camp magnetic:

H=_' (6.39)

Figura 6.8 Figura 6.9

100



Laplace a generalizat aceaselaie, aitand & un camp magnetic
creat de un curent ce @tate un conductor de o folinoarecare poate fi
exprimat ca suma vectoria(superpozia) a campurilor create de piomile
elementare de conductor. Pentru campul magnetit ce un element de
conductor de lungimeldfig. 6.9), respectiv, de un conductor de lungime

Laplace a gsit formulele:
dH =— (6.40)

sau

di x
(3

1
H=—
and

(6.41)

unded este vectorul element de lungimezaut diredie coincide cu cea a

curentuluil , iar I este vectorul ce ugie elementul de curent cu punctul in

care se determindH sauH .

6.3.1. Legea circuitului magnetic

Prin analogie cu reflm T=§E @ care defingte tensiunea

electromotoare, se poate introducegiumea de tensiune magnetomotoare, ca

fiind circulatia vectorului camp magnetic de-a lungul unei curwhise:
U pin = §H [l (6.42)
C

Se considérintr-un mediu omogen, avand permeabilitatea magnet
absolui constant, un conturC plan, de o forra oarecare, ce inconjuun
conductor rectiliniu infinit, parcurs de curentdl (fig. 6.10). Liniile
campului magnetic sunt cercuri concentrice n glaesenului.

d_S> rotﬁ

) Figura 6.11
Figura 6.10
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Convenional se alege sensul de parcurgere a cui@eiin sensul
acelor de ceasornic, adiacelgi sens cu al liniilor de camp magnetic. Din

figura 6.10, se obsenca: H @l = H [l [tosB = H [dll, = H [ [dld .

Luand n considerare rela (6.39.), circulda vectorului H pe
conturul C este:
fH Ol = [H [ g =~ fdp =1 (6.43)
c C 2T¢

sau

ijF:ul . (6.44)

C
Relaiile (6.43)si (6.52) exprind legea circuitului magnetic sau legea
lui Ampere. Circuléia vectorului induge magnetié@ de-a lungul unei curbe
inchise din jurul unui conductor parcurs de cureste proparonak cu
intensitatea curentului respectiv.

Céand curbaC Tnconjuti mai muti conductori prin care trec curgin

[,,1,,...1,, circulaia lui H este egal cu suma algebrica cureilor:

*1
1

M=

[H @ = ‘-
C

k

Campul magnetic creat de cutiestaionari este static, nu depinde de

timp si se numegte cdmp magnetostatic.
Spre deosebire de circtie vectorului camp electrostatiE, care

este nu, circulgia H nu se anuleazdecat in cazul cand contur nu

cuprinde conductori parcgirde curent electric. Din refide | =jijj§ si
S

(6.43) se obine:
JHO =[[]@S. (6.45)
C Sc
Aplicand teorema lui Stokes primului termen al aeeelgii, rezult:

§HA =[ [rotH @S=| [ @S, (6.46)
C Sc Sc

102



unde&; este o suprafa care se sprijinpe conturulC. Din expresia (6.46) se
obtine:
rotH =0OxH =] (6.47)
Relaia (6.47) exprini forma difereala a legii lui Amperesi pun in
evidena caracterul rotgonal al cAmpului magnetic.
Fluxul induaiei magnetice. Liniile de ind¢ie magnetid se olin

daa ntr-un camp magnetic se tras@anrbele care au ca tang&nin fiecare

punct vectorul induge magnetia B. Spre deosebire de liniile de indigcale
campului electrostatic, care pornegcse termid pe sarcini, fiind linii
deschise, liniile de indtie magnetié@ produse de curg¢insunt curbe inchise,
adic nu exist puncte din care aceste linéi poati diverge, adig:
divB=0. (6.48)

Relaia (6.48) este adévati chiar si pentru campuri magnetice
dinamice.

Fluxul induaiei magnetice sau fluxul magnetic printr-o suptaf&

este:

®=[[BES. (6.49)
In conformitate cu teorema Green-Ostrogragsklin relaiile (6.48)

si (6.49) rezuli ca fluxul magnetic printr-o suprafainchisi S este nul

®=fBS=[[[divBEV =0. (6.50)
s v '
Din ecuaiile electrostaticiisi magnetostaticii:
divD =
_ '0, (6.51)
rotE=0
divB=0
- (6.52)
rotH = |

rezult ca cele dod campuri, electrigi magnetic, nu sunt interconectate cand

sarcinilesi curertii sunt statice.

Aplicatii
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6.4. 34 se calculeze intensitatea curentului electricaledagie ce trece
prin dielectricul imperfect al unui condensator:pégn circular; b) cilindric.
Se cunosc: conductgno a dielectricului dintre araturi, tensiunedJ dintre
armaturi si marimile fizice constructive ale condensatoareldr- distana
dintre arnaturi, r — raza arriturilor plane circulare, razele; si r, ale
armaturilor cilindrice,| — lungimea generatoarei afturilor cilindrice.

Rezolvare
a) i =jsjm§=3m2 = oE 072 =U%n2

b)i= Lg;mé = J 2l = oE (27l

U =jr2EEjr=|— edr_ 1
n ol r ol 1
I:27701U
Inr—2
I’l

6.5. Un fir de cupru cu séicnea dedmm? este parcurs de un cureint 2A
tensiunea aplicata pe lungimea 2m esteU =80mV . Se cere:
a) mobilitatea electronilor ,se considles toti atomii sunt

transforma Tn ioni de Cu®; b) rezistivitatea cuprului.

Se dau:p = 8910°kg ™=, A, =635010°kg.

6.3.2. Substara in cAmp magnetic

Orice substai are proprietti magnetice deoarece ea se polarizeaz
magnetic sub ainea campului magnetic.

Actiunea magnetic a unui corp polarizat magnetic se exgriflo-
sindu-se reprezentarea @late Ampere pe baza echivalendintre curetii
inchisi elementarisi dipolii magnetici, care considemagnetismul ca fiind
un fenomen produs de sarcinile electrice Tgcanie.

Daci se considerun contur circular de diametru mic, parcurs de un
curent stéonar |, orientarea conturului Tn spa poate fi caracterizatprin

direaia normalei pozitiveni la contur (fig. 6.12).
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Figura 6.12

Acest contur se compdrtca un mic magnet, fiind numit dipol
magnetic. Intr-un camp magnetic unifor®, asupra dipolului magnetic
adioneaz un cuplu de fae F, normala pozitii i orientandu-se paralel cu

diregia campului. Experimental s-a constatat E este propaional cu
curentull din contursi cu aria S a conturului, dar nu depinde de forma- c
turului. Deci, momentul magnetic ai dipolului sdideste prin relaia:
m=1S=1[EH. (6.53)
Pentru a explica magnetizarea corpurilor se considein atomiisi
moleculele substaelor exisi cureni circulari elementari nunii cureni
amperieni. Fiecare din agecurerti posed un moment magnetig creeaz
n jur un cAmp magnetic. Cutinramperieni sunt orientahaotic in absema
unui camp magnetic exterigr substara in ansamblul ei nu generéaamp

magnetic, momentul magnetic rezultant fiind zero.
Céand substga este introdus intr-un camp magnetic exterio@o,
momentele magnetice ale moleculelor se orieiitgiadeci, substaga capta

un moment magnetigi creeaz un camp magnetitﬁm, care se suprapune
peste cémpuéo. Campul rezultant este:
B=B,+B_. (6.54)

Magnetizarea substglor este caracterizat prin  vectorul

magnetizde M a cirui marime reprezirt momentul magnetic al ugiii de

volum:
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M = fim ST - dm (6.55)
av-oAV dV

sau prin vectorul polariz@ magnetia:
J=pM . (6.56)
Legitura intreB, H si M poate fi gsita pe baza unor t@namente
analoage celor folosite in electrostatia deducerea reiei dintre D, E si

P, cu deosebireaicin locul dipolilor electricisi a teoremei lui Gauss, n
magnetism se folosesc dipolii magnetici ai ctiten amperienisi teorema

curentului magnetic,sa incat:
B=poH +J =pH +p,M =puH . (6.57)
Pentru campuri magnetice nu prea intense:

J =pexH, (6.58)
undex se numegte susceptivitate magnetic

Deoarecel = HgH, , din relaiiie (6.57)si (6.58) rezuld
e =1+X. (6.59)

Aplicatii

6.6. & se dedut expresia intensgitii campului magnetic in interiorul
unui conductor de rézr, conductorul este parcurs de un curent electric cu
intensitatea |.

Rezolvare Fie ri<r raza unei paiuni circulare din interiorul
conductorului concentriccu cea a conductorului (figura 3.8). Intensitatea
curentului electric prin aceagportiune este
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2

- —~ . r
L=[joS=jm’=—0r>=1%
.i ]_E.Z r2

Din teorema lui Ampére:
2

- . ¢
[H, @i =H, (27, =i, = 1%
]

Rezult:

6.7. Folosind legea lui Amperei se afle campul magnetic de indgiec
in interiorulsi exteriorul unui fir drept, lung, de raR, prin care circdl un

curent de densitaje

.r .RZ
R: Bint =%’ Bextzl'ljzr

6.4. Electromagnetism

6.4.1. Energia campului magnetic

Se consider o bobiri de formi toroidak, format din N spire si
alimentai de o surg care d o tensiune electromotoage (fig. 6.13). Cand se
inchide circuitul, intensitatea curentului giee de la valoarea zero péata
valoarea | corespunitoare regimului st@gonar, totodat crescand si
intensitatea campului magnetic din interiorul babirSpirele ei sunt suficient
de dese astfel incat campul magnetic este conténtnateriorul bobinei, n

exterior fiind neglijabil.

Figura 6.13



Energia electri¢ consumat de bobii in intervalul de timp t este:
dw =¢l(l [dt. (6.60)
Pe seama acestei energii se formieaampul magneticdH 1in
interiorul bobinei. Tn timpul varigei cAmpului magnetic de la zero la
valoareaH , in bobird apare o tensiune electromotoare de imducare in

fiecare moment echilibreazensiunea n acest caz
&= 9N, = ¢, (6.61)
dt

unde @,, este fluxul ce siibate o singur spir.
Dac se noteazcu |l valoarea instantanee a curentului, atunci campul
magnetic la un moment dat se deteimipe baza legii lui Ampére:

[HE =NO, de unde:
C

_H
N
| - fiind lungimea conturuluiC (lungimea bobinei). Tnlocuind expresiile

(6.61)si (6.62) in relda (6.60.) se ofne:
doy HI
da N

In relaie, produsulSI =V, reprezini volumul din interiorul bobinei

| (6.62)

dw =N dt = pySIHIH = pVHAH . (6.63)

in care este concentrat campul magnetic.

Prin integrarea reteei (6.63), se ofine:
W H
[dW =V [HAH =W =1/2u HAV,
0 0

unde H reprezini marimea campului magnetic dapstabilirea regimului
staionar.

Densitatea de energie Tn volumul Tn care &te campul magnetic
este:

1, 1
w=ZpoH2 == BH 6.64
2“0 5 ( )

sau
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2

(6.65)

6.4.2. Curentul de deplasare. Induga magnetoelectriéi

Pe baza datelor experimentale s-a admis ca o @faptul & sarcina
electrici se consery Ecuaia de continuitate care exprinlegea consegvii

sarcinilor electrice este:

div}+%:o. (6.66)

Ecuaia (6.66) conduce la o dificultate care apare Tircutal
campurilor magnetice datorate cutitar variabili in timp. Teoria matematic
a campurilor vectoriale afatci vectorul B este unic determinat prin
ecuaiile:

divB=0; (6.67)

rotB=yj . (6.68)

Dadi densitatea de curerft satisface rel@| (6.68), ea trebuieadie

solenoid, adici:
divT:%divrotE:O (6.69)

si deci linile de curent trebuieasfie linii Tnchise. Aceadt condtie este
incompatibif cu ecuda (6.66) pentru cure nestaionari.
Paradoxul a fost rezolvat de Maxwell dand pentmsédatea de curent
ecuaia:
p=divD (6.70)
care confirmd ca densitatea de sardirlibera este o raisui a divergerei

induaiei electricesi deci ecuéia de continuitate (6.66) este:

div(T+%—?j=O (6.71)



Prin urmare, in cazul curglor nestaionari in legea lui Ampére

trebuie & se considere curentul total care este constititddi cureni : |

. dD
care este curentul de condeci 5 este curentul de deplasare.

Tn acest caz,
D
6t

Pentru a da sensul fizic al curentului de deplasareonsider un

rotH = + (6.72)

condensator introdus in circuitul unui curent Vaitigfig. 6.14).

+G, op +6p .
7
D
ot
Figura 6.14

Intr-un astfel de circuit curentul de deplasaree ediferit de zero.

Relgia de definjie a vectorului induge electric este:

D=¢g,E+P (6.73)
sau n funge de relda E=E,-E, = O;Op ,
0
B =¢o(E, +E, )+ P (6.74)
Pentru valorile absolute aleanmilor fizice, ecuaia (6.74.) devine:
D=¢gyEy—gE, +P (6.75)

si deci curentul de deplasare are expresia:

o __ 0 _ O0E oP

=g, -g, (6.76)
ot ot ot Ot

P . o
Termenul a_t este numit curent de polarizarg se datoreax

deplagrii sarcinilor electrice legate, Tn timpul vatiel polarizaiei
dielectricului sub agunea campului electric variabil dintre aplle
condensatorului. Cand se pune un dielectric intcamp electric variabil de

frecvena Tnalti, dipolii electrici ce compun dielectricul, rotinche dug
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campul variabil, se ciocnesc cu atomii vegincedea o parte din energia
lor; dielectricul se Tndlzeste. Acest fenomen se folase in tehnié pentru

incalzirea unui dielectric, simultan pe téagrosimea lui. Deoareceammea
oP . . - . o
F reprezind viteza de deplasare a sarcinilor legate din digtgcei Ti

corespunde un camp magnetic ce apare ftiureconjuiitor si care se poate

calcula dup legea Biot-Savart-Laplace. In abseniele

oE
P:O;a—P:O;Ep:O;—:O (6.77)
ot ot
Densitatea curentului de deplasare in vid este:
, 0E,
=Ep— 6.78
la =€ ot ( )

Condensatorul Tntr-un circuit de curent alternatiu fintrerupe
circuitul deoarece curentul variabil ce trece pcnductorii circuitului se
continui prin condensator sub forma curentului de deplasacest lucru
rezulé si din egalitatea:

oD 0o _ .
oo )
Curentul de deplasare n interiorul conductorilsteeneglijabil de mic

(6.79)

fata de curentul de condtie. Curentul de deplasare in vid nu produce efecte

termice, dar produce efecte magnetice ca oriceadapt de sarcini electrice.

Aplicatii
6.10. Un electron in# intr-un camp magnetic uniform de indiec
B=10"T cu viteza v=910'ms*, care formeaz unghiul =30 cu
diregia campului .8 se calculeze: raza circumfegen rezultate din proie@

traiectoriei elicoidale pe un plan perpendiculadpeaia campului;

6.11.0 ranmi patrati cu laturaa = 1 m se mica cu o vitez constart v
in direcia perpendiculd@r pe un conductor liniar infinit aflat pe suprgfa
ramei paralel cu una din laturile salé. <@ afle viteza.

R: v=100 m/s
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6.12. Un condensator cu fdile paralele, circulare de raR, este
conectat la un generator de curent alternativ.i®arg de pe @ki este g =
QoSin wt. Liniile campului magnetic indus datorat curentutle deplasare
sunt cercuri concentrice cu axa de simetrie a cosmterului. § se afle
induaia campului magnetic in furie de distata faa de axa de simetrie

pentru cazurile: a)<R; b)r>R; c)r=R.
1
R: a) B:Euorqoooﬁtoswt;

1 R?
b) B=—pu,—g,wltoswt ;
) 25“0 ; (OF}

1
c)B= 25 Mo I gowltoswt .

6.4.3. Camp electrodinamic. Camp electromagnetic
La marirea fluxului magnetic care étrate aria limitat de un circuit

inchis, apare o tensiune electromotoare iadgssi deci un camp electri€,

care satisfac egalitatea:

E =¢§EM =—.
: i & (6.80)

Cand conturulC este constituit din dielectric, atunci fiecare edgrmn

din el se polarized@zdatoriti campului electric indus€ . Daa circuitul C

este deschis, atunci prin el nu citcudurent, dar ca rezultat al tamii

campului indusE, in circuit se produce o redistribuire a sarcinésa incat
la capetele conductorului apar sarcini libere.

Maxwell generalizand aceste rezultate a ajuns eloaia é@ in toate
punctele spgului, unde exist cAmp magnetic variabil in timp, apare un
camp electric, independent de faptalexisé sau nu un conductor. Conturul
conductor este util doar pentru a observa campedtiet indus, care se
numegte camp electrodinamic. Campul electrodinamic estaional, avand

liniile de camp inchise (fig. 6.15).
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Figura 6.15
Din relatia (6.80.) se ofine:
jEd =-3 1Bras=-1 B s, (6.81)
C dt ¢ Sc Ot
sau, aplicand teorema lui Stokes
_ - 0B _
[[rotE[dS = —[[— @S, (6.82)
Sc Sc ot
de unde:
otE=-98 (6.83)
ot

Aceasi relaie reprezili forma locak a legii indudiei
electromagneticgi exprima caracterul rotgonal al cAmpului electrodinamic.

Spaiul ocupat de un camp electric variabil este, Tel&c timp,
ocupatsi de un camp magnetic variabil. Cele dooampuri, electricsi
magnetic, sunt legate intre elg formeaz o unitate numit camp

electromagnetic

6.4.4. Ecuaiile Maxwell
Pentru un mediu care nu este nici dielectric pérfeci conductor
perfect, deci pentru un mediu n care exigtat curent de condtie catsi
curent de deplasare, edila lui Maxwell sunt:
DXH:T+%?; (6.84)
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OxE=-—; 6.85
= (6.85)
Om =p; (6.86)
OB =0. (6.87)

Relaia (6.84) este legea Maxwell-Ampere a circuituluagnetic,
expresia (6.85) reprezintlegea lui Faraday a indtikei electromagnetice,
relaia (6.86) exprim legea lui Gauss pentru fluxul electric, iar expes
(6.87) este legea lui Gauss pentru fluxul magnetic.

Formele integrale coresputaare acestor ectiasunt:

fH o = (] @S+ DS (6.89
C Sc Sc
. ood =
JEM@ =-2 [[BES; (6.89)
C dtSc
gD @S=] [[prav; (6.90)
S Vs
fHBES=0. (6.91)

Pentru determinarea campurilor electrigemagnetice, ecusle lui
Maxwell se completeazcu relaiile numite relaii de material, impuse de

polarizarea electricsi magneti@ a corpurilor:

D=g,E+P, (6.92)

m

(6.93)

v9)
11
T
o
I,
+
(S1)

In medii cu polarizare liniarsi fara polarizare spontain

D= gé; (6.94)
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B=pH. (6.95)

In plus, pentru medii conductoare se utilizegidegea lui Ohm:
j=olE+E). (6.96)

Aplicatii

6.13. S se demonstreze legea congensarcinii electrice utilizand

ecuaiile lui Maxwell.

Rezolvare:

6.14. Aratati ca urmatorul cAmp electromagnetic satisface eitealui

Maxwell:

Ex=E,=0; E,=cosf-c-t); B,=B,=0; Bx:%cos@/ —c[f)

OE, _ 0B,

oy ot
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TEST DE AUTOEVALUARE I
1. Trei corpuri punctiforme irizcate cu sarcinile electrice
g1 =4z = gz = 2uC sunt gezate Tn varfurile unui triunghi echilateral cu

laturaw = 4¥3 v | |ntensitatea campului electric Tn central triviodn are
valoarea:

10%V 103V 10%V
Sl S .y O
a) 0; b) m ;C) m ;d) mo
10%V
e) m ;f)oo.

2. Doui sfere mici conductoare, avand acegiledimensiuni, au
sarcinile electriced:=2uC  si respectiviz = —#uC. Se aduce o sfércu
aceleai dimensiuni, iniial neuté electric, Tn contact cu sferasi apoi cu

sfera 2. Se repgbperaia de =3 ori. La sfasitul operaiei, sarcina primei
sfere este egaku:

a) 0.3xC; p) —0.5625uC: ¢) —0.6075uC; d) 0,754C: e)—080uC; f)
0,600,

3. Alegei afirmatia corecl, sarcina electriceste :
a) o nirime vectoriad;
b) o mirime cu o varide disconting;
C) O marime cu o varigie continu;
d) sursa de camp magnetic;
e) masurat in voti;
f) egak cu intensitatea curentului Tn unitatea de timp.

4. Alegai afirmatia coreci:
a) curentul electric intr-un conductor este realigelectroni legain atomi;
b) prin aplicarea unui conductor a unui camp elecse realizeaz un
transport de electroni lega
c) orice conductor in stare naturakte electrizat;
d) intensitatea curentului Tntr-un circuit gie cu crgterea temperaturii
rezistorului;
e) tensiunea electficaplicati unui rezistor este invers propionak cu
rezistena acestuia;
f) rezistena electri@ a unui conductor se dubleaprin Tnjumitatirea ariei
segiunii acestuia.

5. Alegei afirmatia coreci. Diferenta de potetial de la bornele unei
surse dintr-un circuit electric este mai mare déeasiunea electromotoare a
sursei dag:
a) rezistera interioai a sursei este mai mare ca rezigieaxterioad a
circuitului;
b) rezistera interrd a sursei este nyl
C) intensitatea curentului prin sarsare sens opus celui al tensiunii
electromotoare;
d) tensiunea electromotoare este de sens opus;
e) la scurt-circuit;
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f) circuitul este deschis.
6. Alegei afirmatia coreci:
Fona electromagneticeste:

a) egad cu produsul vectorial tntrd si §;
b) egad cu produsul scalar ntié si B

-
c) propotionak cu cosinusul unghiului dintre si 5;
d) invers propeional cu aria sgnii conductorului;
e) propaionak cu patratul sarcinii electrice ce traverséasegiunea
conductorului Tn unitatea de timp;

=
f) paralel cu vectorul indugte magnetic? .

7. Alegeti afirmatia coreci:
a) egal cu produsul vectorial dintre vectErig’.i 5_"};
b) propotional cu cosinusul unghiului dintre ditéle vectorilorg‘} si 3};
¢) maxim cand vectorul indtie magneticﬁ este parallel cu supraéag"};
d) minim cand vectori§ si § sunt paraleli;
e) egal cu raportul modulelor vectorilgrsi j};
f) independent de dir@a vectorului induge magneticg’}.

8. Alegei afirmatia coreci. Forta Lorentz:

a) aaioneaz asupra origrui camp magnetic;
b) este invers prop@onali cu viteza particulei;
C) este paralélcu vectorul induge magnetic;

=
d) este independent de ditecvectorului5;
e) imprima o miscare circulat unei particule inircate electric a carui
viteza este perpendiculape diregia vectorului induge magnetic;
f) este independentle dire¢ia vectorului vitea.

9. Alegei afirmatia corecd. Indudia electromagneticeste:

a) propotionak cu intensitatea curentului;

b) tangeni la liniile de camp;

c) independertde proprieitile magnetice ale mediului;

d) fenomenul de producere a unei tensiuni electrige yarigia in timp
a fluxului magnetic printr-o suprafa

e) fenomenul de producere a unui camp magnetic véiriabi

f) fenomenul de producer a unei sarcini electrice.

10. Alegei unitatea de msuf@ ce corespunde arimii fizice,
permeabilitatea magnelic
] N Vs W ] N
a) 4%;b)A*m;c)dm;d) 4;e)AK;f) 4.



Soluiile testului sunt la pagina 202.
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MODULUL IV. FIZICA MODERN A

7. BAZELE FIZICE ALE MECANICII CUANTICE

Pentru exemplificarea fenomenelor legate de emgsiabsorhia
radigiei, precumsi interagiunea sa cu subst@n trebuie 3 se admit

cuantificarea energigi caracterul dual uridcorpuscul al materiei.

7.1. Natura corpusculat a radiatiei

Planck a deschis drumul fizicii cuantelor, consiohet @ emisiasi
absorbia are loc in mod discontinuu, prin particule cerge cuantificata.
Fenomenul fotoelectrigi fenomenul Compton pot fi explicate dace
consided ca lumina este de natucorpusculat.

Efectul fotoelectric. Fenomenul fotoelectric, pus in evidenta de
Hertz, const Tn emisia de electroni, progiide un metal pe care cade un flux
de radigie electromagnetica cu frecu&@mmare. Studiul efectului fotoelectric
se face cu ajutorul instaiaei prezentate n figura 7.1.

Lumina

Catod Anod

b

Figura 7.1

Electronii emgi de catod, sub influenta luminii, ajung sultiacea
campului electric la anod, formand un curent electntensitatea curentului
electric depinde de diferem de potetial U dintre electrozi, atingand

valoarea de satura cand tensiuned devine egdl sau mai mare cu
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discontinuitatea de potgal dintre cei doi electrozi se anuleazpentru o

anumita valoare a tensiunii de intarzietg , numita tensiune

de blocare (fig. 7.2).

Curent de saturatie

Un 0 +

C

Figura 7.2

Legile efectului fotoelectric stabilite experimelntant:

1. Intensitatea de satdi a curentului electric este progonak cu
fluxul de radiaie incident.

2. Energia cinetit a electronilor variazliniar cu frecventa radialor
incidente, nedepinzand de intensitatea fluxului.

3. Fenomenul fotoelectric apare numai daeadigia incidens are

frecventa v egaii sau mai mare decat o anumita valoarg, numit

frecvena de prag, caracteristidiecarui metal in parte.

4. Fenomenul fotoelectric se produce practic inataeu, intervalul de

timp dintre agunea radigei si emisia electronilor fiind mai mic d&0s.

Einstein a aitat & toate legile efectului fotoelectric se pot explica
dac se presupuneicadigia este discontiriy fiind compud din fotoni cu
energiah[v .

Fotonul Tn concega lui Einstein, este o particula cu energie, irgas
impuls. Energia fotonului este:

W =hlv. (7.1)

Conform teoriei relativittii, viteza luminii in vid, decki a fotonului,

este invariarit la trecerea de la un refersh la altul. Fotonul nu are mas

proprie sau de repaus, ca urmage =0.
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Impulsul fotonului rezult din expresia:

(7.2)

W: [p202+mgc4 Cénd rnO:O,:> p:w:m:gl

c c
Einstein considaér ca fotonii patrund Tn metalsi se ciocnesc cu

electronii atomilor metalului. Energia fotonului savbit de electron este

folositd pentru f@rasirea metalului, efectuandu-se lucru mecanic deagié

W,, iar restul este convertit in energia cingticelectronului.

mv?

hv :We+T:We+eLJb' (73)

Efectul Compton. Experienele lui Compton privitoare la difuzix
prin substate arad ca in radiaia difuzat exist atat radidgi avand lungimea
de und initiala A, catsi radigii cu lungimea de uridmai mareA; >A
Acest fenomen a fost studiat cu ajutorul ingtalaeprezentate schematic n
figura 7.3. Deplasarea Compton nu depinde de luaegiae undl a radiaiei
Rontgen incidentgi de natura substsei, dar depinde de unghiul de difuzie
6. Conform teoriei fotonice a radiai, difuzia razelorX poate fi ineleag
ca o ciocnire elastica fotonilor incideni cu electronii substaai difuzate,

considerd initial practic in repaus (fig. 7.4).

Spectrometru A~

Fascicul difuzat

Fanta deraze X RONTGEN 7 AN
colimatoare th; hy S, 0 \\\
il
| incident /
L N A
Bloc de , >
grafit
Figura 7.3 Figura 7.4

Aplicand legile de conservare ale impulsyiugnergiei se ofne:

_

hv _hv,
— =—=+nwv,
c c

(7.4)
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unde my este masa de repaus a electronului, m este miada hascare, iar

— si —2 sunt impulsurile fotonului, Tnainté dupa ciocnire.
C Cc

inlocuind relaia relativista a masei in reide (7.4), rezulk:

(7.5)
1
hv —hv, =mc? —=—-1]|.
1= (1—v2/c2 J
Ridicand la ptrat relaiile (7.5), tindnd cont & prima este o ectia
vectoriak si scizand din a doua pe prima, segiob:
cv-v;)_ h

=——(1-cosf).
v, moc( cos ) (7.6)

Dac n relgia (7.6) se introduce pentu=c/A, iar v, =c/ A, se
obtine expresia:
A=A =L(1—cose)=2Lsin29=2/\sin2§, 7.7)
mqC mqC 2 2

unde: A = 2,42. 10° m = 0,0242 A, se nunge lungimea de urd
Compton a particuleginta.

Aplicatii

7.1.Pragul fotoelectric al unui fotocatod din cesiu eedituat la
lungimea de undAprg = 650010° m. Se dirijeaz pe fotocatod un fascicul
de lumiri monocormatis de lungimea de uich = 500010° m. si putereaP
=1 W. S se calculeze: a) energia cinétimaxima a fotoelectronilor engi si
si se compare viteza lor cu vitezaa luminii; b) lungimea de urdasociad
acestor electroni In fugie de energia lor cinetic c) Care este randamentul
cuantic al fotocatoduluitiind ci fotocurentul are valoardas 16,1102 A.

Rezolvare:
1 1 -
— — —_ = L ip—20
2) hf =hfy + E. =E. = hc(}t *’ln) 9,1-107°9]
oo 2E, m
b) N e =44-10% 5
r—14-102
C —
h h
A=== =162-10""m
v 2mgE.
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7.2. Sa se calculeze lungimea de udng impulsul unui foton a arui
energie este egatu energia de repaus a electronului.

Rezolvare:
Se utilizeai relgia lui Louis de Broglie pentru determinarea lungimi
de und asociai fotonului a @rui energie este egatu energia de repaus a
electronului.

Impulsul fotonului este:

P :; = 27400 %kgn/s

7.3. Sa se determine lungimea de udnde Broglie pentru un electron,
pentru un protorsi pentru o particdl a, nerelativiste, accelerate de o
diferenta de poterial U =800V.

Rezolvare:

Lungimea de unddat de relaia lui Louis de Broglie este:
h h

Y I —

p 42mqu

Lungimile de und ale particulelor sunt:

+ electron: A= _h . 434100 m;
J2meU
+ proton: A= _h . 101010 m;
2meU
+ particulag : A= __h . 05110™"m

\2m, 2eU

7.4. Sa se calculeze raportul lungimilor de udndsociate particulelor
nerelativiste cu masele, si m, dac au acees energie cineti, nu aceeq
viteza.

Rezolvare:
Raportul lungimilor de undasociate particulelor este:
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7.5. SA se g@gseas#é expresia lungimii de urada undei asociate in

functie de factorul relativisy = —.
mO

Rezolvare:
Daaci:
A=—si m=ym, =
1= h
yumgv
Dar:
V‘ﬂ_ 1
m v?
1-=
,_ 1 _ ¢
= v: ¢ —V?
i
2 2
T

/]:L: h = h
i, S melL

7.6. O particul cu masa de repaus, si cu sarcinageste accelerat

pornind din repaus de tensiunea eleétrid. Sa se stabileasc expresia
lungimii de und a undei asociate in futie de tensiunea electfid) dac

particula are mgicare relativist.

Rezolvare:
Energia total a particulei relativiste este:
e=mc®* =myc®+&, =myc’+qu
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G h | h

mycyy? -1 moC\/ZqU [“ qu J
2 2

me* ([ 2mc
este n conformitate cu rezultatu problemei prectae

7.7. Un proton, in repaus, este accelerat de difarefe potetial
U =400/ . & se caculeze lungimea de dndsociai atat pentru cazul
nerelativist,A,, catsi pentru cazul relativistd . Ce concluzie se desprinde?

Rezolvare:
h h

1
A = =
° J2m,au . [2mq Ju

A= h =1553[10"“m

moc\/ 29t [1+ U 2)
m,C 2m,c

Comparand cele dauezultate, A, si A, obserdm ca difera foarte ptin.
In concluzie, 100V , protonul nu devine relativist.

=143310"m

7.8. Un electron nerelativist este antrenat intr-gaaie circulad de
razi R=2cm intr-un cdmp magnetic de indiec B =1ImT perpendicular pe
planul traiectoriei. & se determine lungimea de dnde Broglie asociat
electronului.

Rezolvare:
Se scrie bilaul fortelor sub agunea @rora electronul este antrenat pe o
traiectorie circulat de raz R:

qu:ﬁ > V= GBR
m
oM ornom
mv (BR

7.9. Sa se arate £unda asociatunei particule relativiste de made
repausm, si energie cinetig¢ &, are lungimea de uiad

h 1

A =\/2 .
Mo \/ac[ £ 5 +1j
2myc
Rezolvare:

Relaia dintre energia totalsi impuls pentru o partical relativist

este:
£=c\p® +mic?

Pe de alt parte :



£=¢, +my?
Din egalitatea ambelor relaridicate la ftrat se okine:
(&, + m,c?)? = pc® + mic*

2 2 2.4 _ 2.2 2.4
£ +2e,myc” + mic” = p°c” + mic

£, (ec + 2m0c2)= p*c?
1= h_ hc __h E 1 .
P \/‘gc (‘sc + 2rr1002) \/2m0 £ £c +1
‘\ 2m,c?

7.10.Sa se determine lucrul de exttacal electronilor dintr-o placde
litiu stiind ca lungimea de undde prag estel | = 450nm.

Rezolvare:
Din relaia lui Einstein pentru bilgol energetic al efectului
fotoelectric:

hv =L, +¢g, = Le+%mov2

Unde se impun& =0 si se ohine:

L=hv,="=2761ev.
A

p
7.11. Asupra catodului unei fotocelule se trimite un fascde lumira
monocromatig de lungime de urid A =500nm Diferena de potetial ce
anuleaz curentul estdJ = 080V. Si se calculeze lucrul de exttae pentru

materialul catodului.

Rezolvare:
Din relaia lui Einstein pentru bilgol energetic al efectului
fotoelectric:

hv=L, +¢&, =L, +%mov2 =L, +quU
obtinandu-se:

L, :%C—qu =1685 eV.

7.12.Lungimea de undde prag pentru cesiu esfg =520nm Si se

determine viteza maxiina electronilor rezultaprin iradierea unei gti de
cesiu cu radige monocromatig de lungime de uridA = 450nm

Rezolvare:
Din relaia lui Einstein pentru bilanl energetic al electronilor:
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hv =L, +¢&, =Le+%mov2,

E:m-{-ln‘bvz
A A2 ’

p

A -
v= 2% ™ seisnomis
m, A,

7.13. llumindnd catodul unei fotocelule, succesiv, cu ilinde
lungime de undl A, =3500nm si A, =590m s-a gsit ca vitezele maxime
corespunitoare fitoelectronilor difer de n=2,5 ori. %se determine lucrul de
extragie al metalului catodului.

se ohine:

Rezolvare:

Sistemul de dauecuaii necunoscute este:
he_ L, +Emon2v2
A 2
hc 1 )
— =L, +=-myVv
A, ° 2 M

Din a doua ecug se exprir:
1 , _hc
- vVi=——-1L ,
2 Mo A,

Inlocuind Tn prima ecui a sistemului se oine:
hc hc
— =L +n’—-L_|
A ¢ A ¢
1 2
In urma prelucrii relatiei se oline:

7.14.S4 se compare varide maxime ale lungimii de uridCompton
pentru impistierea fotonilor pe electroni liberi , respective protoni.

Rezolvare:
Variatia lungimii de und A4 a unui foton la imgstierea acestuia pe

o particufi de mas m este:

A = Zisinzg.
mc 2

Variatia maxing a lungimii de undl Compton pentru Tmpstierea
fotonilor pe electroni liberi este pentru unghiel idnpéstiere 6 = 7:



AJ, =2 = 27 = 00484710 m
m.c

Pentru proton se ¢ibe:
A, =2 =041200%m
m,c
7.15. Care este valoarea energiei cinetice a unui elecérodrui
lungime de unalde Broglie,A;, este egélcu o treime din lungimea de und

Compton a sad.. .

Rezolvare:
Lungimea de undCompton ,A., a electronului este datle relaia:

2
c
Z+mic® -myc® = (\/1_0—1)moc2 = 110MeV
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7.16.Un foton cu energia 0,51 MeV sufeo imptistiere Compton in
diredia ezg fata de diredia incideni. S se calculeze energia fotonului

difuzatsi energia electronului de recul.

Rezolvare:
Variatia lungimii de und a fotonului difuzat este:
DM =A-4,,
de unde se aime:
A=A, +2AA

Energia fotonului dupinteragiunea cu electronul este:

.. _hc_ hc _ hc _
E=hy=—= =
A AtbA +m(1—cos<9)
m,
=:—CD he 1 =hy, 3 Y 1 =0,255VeV
S (1- cosh) 1+ 002 (1-cosd)

0
Energia cinetig a electronului de recul este:

£, =mc? —myc?® = hy, —hv = 0,255MeV

7.17. Cat din energia fotonului incident T1i revine electului
Compton de recul dadotonul incident are energia 0,275 MeV, iar fotbnu
Tmprastiat face unghiuld =57/6 cu diregia incidend?

Rezolvare:
Propotia dintre energia fotonului incident ce o #sgn sub form de
energie cinetit a electronului de recul este dlale relaia:

g _hvy-hv hv 1
= =1- =1-
R 2 AT
m,c?
hy,
' (1-cost)
hgc = mfv = 5015%
Vo 1+ (1-cosd)
m,c

7.18. Sa se calculeze vari@a lungimii de und, A1, pentru fotonul
incidentsi unghiul sub care este difuzat acestaadftonul incident avea

lungimea de und A, = 242pm, iar viteza relatiit a electronului de recul
este 5 = 05.
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Rezolvare:
Energia cinetig a electronului de recul, ce se deplageez viteza
relativa S este:

&, =hv, —hv =mc® -my? =mocz[

ﬁﬂ

hVO—hV:h{i_lj:h_CGL
b A) A 1A
A

Pe de alt parte:

Egaland membrii din dreapta a egibar de mai sus, se oine:
+ﬁ = h B 1
AA mycA, 1

-1
1- 32
de unde rearanjand termenii, rezult
A2 1
A =28 -1|=161pm.
4 [Edl—ﬁz J

A = 2/\sin2§

2
., 0 AA
sin— =, /—
2 2N\

Se ohine pentru valoare#':

6= arcsin‘/M =70°26.
2N\

7.19.S4 se calculeze unghiul dintre ditecin care este difuzat fotonul
Comptonsi directia in care este imfgtiat electronul de recuftiind ca
AA =1815pmiar fotonul incident are lungimea de dnd, = 363pm

Rezolvare:
Din expresia ce ne furnizeaxariaia lugimii de und a fotonului in
functie de unghiul de Tmgstiere, se calculeazacest unghi:

6= 2arcsin‘/M =75°30
2N\

Unghiul sub care este imigtiat electronul de recul este:

7]
ctg—
¢ = arctg 2 | =37°45
A
1+—
0
Unghiul a dintre cele doiudireaii este:

a=0+¢=11315.
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7.20. Radiagia X cu energiahv, sufed Tmprastiere Compton pe

electroni liberi. & se stabileagicexpresia energiei maxime a electronilor de
recul.

Rezolvare:
Variatia lungimii de und a fotonilor incidei:
AA = A(1-cosb)
este maxima pentru unghiul de Tmpstiere 6 =7 pentru care
AA = 2.
Energia maxira a electronilor de recul are regka
Ecmax — E: GA
Ay A+2A

7.21. Ca rezultat al imgsgtierii Compton a radigei X cu energia
75keV, lungimea de undacesteia varidizcu 40%.Sa se calculeze energia
electronilor Compton de recul.

Rezolvare:
sczh—c H—M =hy, m_
A, A+4AA A+nA,
_ n _
_hV°_1+/7 214keV.

7.22.Sa se exprime vart&@a energiei fotonului Compton in futie de
energia lui infiala si finala.

Rezolvare:
Ae=¢g,—-e=hv,—-hv = h{%—%}z c%:
0 0
2

= EL(1—0036’) -_h (1- cos8) =

AyA myC oA

2

_h Yo (1- cosd) = £°£2 (1- cosh).

mOC 0

7.23.Tn urma impistierii Compton a unui foton pe un electron, aflat
initial Tn repaus(,s0 = 0,51]MeV), fotonul este deviat sub unghi@lzg fata

de diregia initiala, iar electronul de recul este deviat sub unglgiufata de
aceea diregie. Stiind ca dupi Tmprastiere electronul are energia cinétic
£, =051IMeV si se determine energia fotonului incidgntinghiul ¢ .
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Rezolvare:
Se utilizeai relaia ce furnizeaz variaia lungimii de und a fotonilor
incidenti:
h
2m,c
si se ohine pentru energia cineti@ electronilor de recul, expresia:
A he O A

A = A(1-cosb) =% =

g =hy, O =— .
M+, A, DA+A,
sing
— —cof
A

0
Se obine:
hv, =2&, =1,022VieV.

¢ =30

7.24.Un foton cu energia egalcu energia de repaus a electronului,
sufeti o ciocnire frontad Compton cu un electron relativist. Qupiocnire

, /.
fotonul emergent este difuzat sub unghu+ 7 iar electronul se opste. Si

se determine deplasarea Compton a lungimii dei undotonului, energia
cinetici £, si vitezav a electronului Tnainte de ciocnire.

Rezolvare:
Valoarea infiald a lungimii de und A, este:

:iz he = hCZ: h :/\:2,42pm
Vo hvy mec® mec

A=A, - 2/\sinzg =2,066pm

AA =0,354pm
Energia cineti& a electronului o determim din ecu#éia de conservare a
energiei n ciocnirea consideiat

E. = m(;2 —moc2 = h{i_lj = hcﬂ

A, A A/ '
£, =8796keV.
Pentru determinarea vitezei:
£, =m,c’ 1 —-1
1oV
C2
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1+—c_=
m,C v2
1--
C
1—V_2:i
2 5\2
¢ (e, +myc?)
2 2.4
Vv Cc
_2:]_— My

¢ lerme’f

2.4
v=c [l-— % =156500°m/s
(e +mye?)

7.25. Pragul fotoelectric al unui fotocatod din cesisteesituat la

A =600nm. Se dirijeaZ pe fotocatod un fascicul de lumina monocromatica
cu A =550nm si putereaP = 15W . Sa se calculeze:

a) energia cineticmaxima a fotoelectronilor emi si si se compare
viteza lor cu viteza ¢ a lumini in vid; b) lungimele und asociad acestor
electronii in funde de energia lor cinetic c) randamentul cuantic al

fotocatoduluistiind ca fotocurentul are valoarela=15mA .
R: a) E, = 910102 J; b) lc’:lmcs, A= 1620107 m;
c)n=1229010™*
7.26. n spaiul cosmic un electron se apropie de un proton sicienand
energia total a electronului la distaa infinit de mare de proton edalu zero, &

se determine lungimea de dral undei asociate electronului la digearn=1m
de proton.

R: Ao = 3,2410° m.
7.2. Natura ondulatorie a particulelor

Principiul dualititii unda-corpuscul extins la particule a constituit

punctul de plecare in dezvoltarea mecanicii cuantic
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Ipoteza lui de Broglie Intre mirimile care determih caracterul de
undi (frecvenasi lungimea de ung) si marimile care determina caracterul
corpuscular (energig impulsul) exisi o strans legatura.

Louis de Broglie, extinzand ideea uit materiale a lumii,
elaboreaz ipoteza & orice particula aresi un caracter ondulatoriu. El
generalizeax rezultatul olinut la radigia electromagneticgi asociaz
oricarei microparticule in mgcare, cu viteza i impulsul p, o und numita
undi asociata, cu lungimea de dndumita lungime de uridde Broglie,

adici:
A=—. (7.8)

Ipoteza lui Broglie a fost confirmaexperimental de experigaie lui
Davisson si Germer (sunt posibile numai Tn vid). Studiind lexfa
electronilor pe suprafa unui cristal rotitor, ei au @at ¢ electronii Tn
miscare prezirit proprietiti ondulatorii, avand loc fenomene de interfesg
de difragie, fenomene specifice caracterului ondulatoriungimea de und
a undei asociate electronilor, cu viteze nerelstigyieste:

h h 1225
o ame 7.9

La difragia undelor electronice s-a folosit catea de difragie un

A

cristal, care are distantele dintre atomi de acetadin de narime cu
lungimea de untdde Broglie. Davissogi Germer au produs cu ajutorul unui
tun electronic pe un fascicul monocromatic de etettcare a ajuns pe
suprafaa unui bloc de nichel (fig.7.5) monocristalin. dnsitatea fasciculului
de electroni reflecta de cristalin, misurata cu ajutorul unui detector de
electroni (cilindru Faraday de exemplu), prezintaximesi minime a @ror
pozitie unghiulara depinde de energia electronilor iexid
Unghiurile corespuritoare maximelor satisfac reia lui Braag:
2dsind =k I[A, (7.10)

unded reprezini constanta relei cristaline.
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Tun Detector
electronic electronic

ao Cristal rotitor

Figura 7.5

Valoare lungimii de undl oktinuta experimental este in buna
concordanta cu cea calculata cu ajutorultigl#7.9), confirmand ipoteza lui
de Broglie @ particulele au propriéti ondulatorii.

Comportarea ondulatorie a unei particule poates$icds de o funge
de und:

_2mwW

—
(. t)=w(Flexp * (7.11)
undez//(r“) reprezini partea sp@ala a fundei, iar W este energia particulei.
Fungia (7.61) nu are caracter general. Pgimql/(r”,t) este o ririme

complex, iar produsul ei cu conjugata * (F,t) da o fungie reala, adig:
* 2
yw ="
Max Born aratazi:mérimea|l.|J|2 determina probabilitatea ca particula

descrig prin fungia L|J(F,'[) sa se giseassé la momentult, Tn regiunea din
spdiu, delimitat prin valorile coordonatelor cuprinse intfe si 1 +dr.
Probabilitatea este datle expresia:
dP(F,t) =|w(F,t)° @V,
unde:
dV =dx[dyldz.

Densitatea de probabilitate are rolul unei fiinde distribuie si se

exprima prin raportul

dP 2
P=—"=[yf.
Vil



ProbabilitateaP(V,t) ca particula s se giseass in volumul finit V

la momentul t, este:

P(v,t)=[dP = [|yf* @V

Probabilitatea ca particula consideratase @gseasé undeva in intreg

spaiul infinit este o certitudine, fiind egala cu unu.

j|qJ|2dV =1, reprezini condiia de normare.
\%

in aceasta interpretare, thmea de orbita electronica din teoria lui
Bohr este inlocuita cu probabilitatea de localizarelectronului in jurul
nucleului. Electronul este o partidwtuantié, caracterizai printr-o densitate
de probabilitate de localizare in jurul nucleulare este maxima in punctele

pe unde trec orbitele lui Bokrare o valoare mai mica in restul gphui.

Relatiile de nedeterminare ale lui Heisenberg

Heisenberg aratca determinarea simultdn cu precizie mare, a
coordonatelosi impulsurilor particulelor nu se poate face, decar acestea
au atat propriéti corpusculare cagi ondulatorii. Reléia de nedeterminare

data de Heisenberg este:

Ap mle . (7.12)
4T
Relaia (7.12) arat ca produsul dintre nedeterminarea impulsulyp

si nedeterminarea coordonat®k nu poate fi mai mic decat constanta h/ 4
.Relgia (7.12) nu are semnifiga pentru particule cu masa relativ mare.

Deoarece produsul dintre energge timp are dimensiunea unei
aaiuni, relaia de nedeterminare pentru energie este:

AW [At > h : (7.13)
41

in relaia (7.13), AW este nedeterminarea energiei uneirisa
microparticulei, Tntr-un proces deasurare a energiei, iaAt durata acelui
proces. Cu céat durata procesului désurare este mai mare, cu atat energia

corespunitoare este mai precis determinata.
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Evidertierea impreciziei se poate face printr-o expadete difrade
a electronilor monoenergetici printr-o fanta. Faskil este considerat ca o
undi plara monocromatig, de lungime de uradA, care trece printr-o fait
de krgime (a) (fig.7.6).

YYYYVYYYYYVY
Q |

Fanta Ecran

Figura 7.6

Unghiul ¢ corespunztor primului minim de difrage este dat de
relgia:
asinp =A\. (7.14)
Din punct de vedere corpuscular, tabloul de difeach distribuia
statistica pe ecran a electronilor diftizae diferite diredi, la trecerea prin
fanta. Aspectul corpuscular este ddait de impactul electronilor pe ecran,
iar aspectul ondulatoriu este evidahde distribtia totala pe ecran, deci de
tabloul de difrage. Tn acest fel se pune in evidenta dualitateéa-padticuki.
Imprecizia in determinarea coordonatei a unui electron care
sosgte pe ecran, este de ordinuknmii fantei, deoarece nu se cust&
exact locul pe unde a trecut fanta:
Ax~a. (7.15)
Electronii difuzai au o componeatverticak a impulsului care le-a
schimbat direga:

Ap, = pltgd C psing. (7.16)
Din inmulkirea relaiilor (7.15)si (7.16) rezuli:
Ax[Ap, Calplsing. (7.17)

Din relaiile (7.8)si (7.14) se obine:



AXIDp, Ch, (7.18)
unde: i >£.
4n

Desfisurarea spatio-tempotala proceselor microcosmice dier
calitativ de cea preizuta de mecanica clagicCertitudinea este Tnlocaitu
probabilitatea, iar determinismul clasic cu det@ismul statistic.

Aplicatii

7.27. S se calculeze valoarea depldisCompton AA si a unghiului
0 sub care este difuzat un foton, #lgestie ci lungimea de unda fotonului

incident este\ = 003A, iar viteza electronului de recul edfe= 0,6c.

Rezolvare:
m=2-" sin28 1)
m,C 2

hc hc v2
o= ()

A A+AAN 2

. . _ _ A _
Din (1) si (2) => AA —T_l,

Am_ B?c?

sin? = 0425 =Y =06
2 C

AN =0,0086A; 6=50.

7.28In spaiul cosmic un electron se apropie de un proton.
Considerand energia tolah electronului la distaa infinit de mare de proton
egakh cu zero, & se determine lungimea de dralundei asociate electronului
la distana r =2m de proton.

R:A. =324-10%m

7.29. Un fascicul de electroni cade pe suptafanui monocristal sub
un unghi de60°. Observarea electronilor reflegitae face sub un unghi egal
cu unghiul de incidga. Si se calculeze primele trei valori ale difegginde
potenial acceleratoare pentru care se obsery reflexie maxim a

electronilor. Constanta tedei cristaline estel =2 A,

R U1 = 25;]_1#7 , Uz = 104‘; 5V U, = 235V
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7.30. Pe supraf@ unui cristal cade un fascicul monocromatic de
electroni, sub unghiuld =30°. Stiind ca dum reflexie dau imagini de
interferena de ordinul 2, & se calculeze viteza potertialul de accelenge al
electronilor. Distata dintre planele cristaline este @sA.

R:9=2-105m-5"%U = 11,25 V.

7.31. intr-o configurasie a substaei durata de via a Shrii
fundamentale este infifdit pe cand durata de viaa unei stri excitate este
foarte mid. Existi nuclee a #&ror siri excitate auAt =10°% la o energie de

ordinul =10*J. Si se calculeze:

a) imprecizia corespuatoare energiei in stare fundameatal

b) impreciziaAW" si AW /W’ in stare excitatconsiderat.

R: a)AW = 0;0) AW += 1,05+ [10] T(—14)]; AW« jW*=10%.

7.32.Un atom emite o radi@ cu lungimea de u@dA =6000 A,
timpul in care are loc emisia fiind de ordinuL@®s.

a) 9 se calculeze imprecizia in determinarea lungimii

de und A = 6000A.

b) cu ce precizie poate fi localizat fotonul peedila sa de nycare?

R:a)AA=1,6- [10] "(—14) m:b) Ax = 3m.

7.33.S4 se determine valoarea cu care se madifingimea de unid
ca urmare a efectului Compton, dalungimea de und corespunatoare
fotonului incident\ = 0,03 A, iar viteza electronului de recul repréz0,6 c.

R: A\ = 0,013A.

7.34.La studiul spectrului hidrogenului obut cu ajutorul unei nele
de difracie avand perioadal = 210° m se obseg ci una din liniile
spectrale ale seriei Balmer, de ordinul doi, couesie unghiulu = 30°. &
se determineatei tranziii 1i corespunde acedslinie. Ry = 1096,77 rit.
R:n=4.
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8. MECANICA CUANTIC A

Mecanica cuantica rezultat din cerc#tile mecanicii ondulatorii a lui
Broglie-Schrodinger in paralel cu mecanica matiacelui Heisenbergi se
ocupa cu ngicarea microparticulelasi a proceselor ce au loc intre acestea. in
mecanica ondulatorie (unde Schrodinger a contilugadrile lui de Broglie)
descrierea  proprigflor microparticulei, respectiv ale sistemelor
microscopice se fac cu ajutorul undei asociateremgmtata printr-o funie

de und, care satisface ectimdifereniala a lui Schrodinger.
8.1. Postulate ale mecanicii cuantice

Se consider o particui libera, care se mca dupi o anumit direaie,
avand impulsul p si energiaW. Impulsul si energia sunt @rimi fizice
compatibile, pentruasunt simultan risurabile.

Unda asociatparticulei libere este unda pfade Broglie:

_ Wi
W(F,t)= Aexp“(‘*"'km) = Aexp pWPr) , (8.1)
unde:

h= L 1,05400 34308,
21T

h fiind constanta lui Planck.
Conform ipotezei lui de Broglie, pentru unda astaciaarticulei libere

sunt valabile acelgarelatii casi pentru unda luminoasa asociata fotonului:

W =hv = A
h 2n —
P=—p, =h— =hk, 8.2
P )\Uk )\[mk (8.2)

unde k este vectorul de usdavand sensul versorulyi, al normalei la
planul de undl.

Funaia de und (8.1) descrie o stare proprie a particulei libere,
definita prin valoarea propri®/ a energiei particulaii prin valoarea proprie

P a impulsului particulei. Valorile propriW si p se olin din fungia de
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unda (8.1.) prin derivarea ei n raport cu timpul, resfiv prin calcularea

gradientului ei, adic
i wiep [ —1 wt-pm) |

ih%{Aexp " pm)}zw Aexp s P ; (8.3)

i

—ihD{Aexp_h(Wt_bm)} =p Aexp_g(Wt_bm) . (8.3)

Prin operdile ih% si —ind, efectuate asupra fugiei de und a

particulei, care este o fume proprie a energiei Wi a impulsului p, se
reproduce funga de und, avand ca factor valorile prophV ale energiesi
p aimpulsului particulei.

Operatorii energiedi impulsului sunt:

S .0
W =ih—. 8.4
3 (8.4)

A (0. 0. 0.
==-ipl ==h —H,+—Hy +—H, |
p (axllx ayl"ly OZHZJ

Introducand expresiile (8.4) in r@ka(8.3) rezuli egalittile:
VVLPW’ p=WW,, p;
- (8.5)
Py, P=P%y, P.
Relaiile (8.5) permit calcularea energigi a impulsului particulei,
cand¥,,, p este cunoscit dar pot foloski la determinarea funiei de und.
Valorile proprii ale energieksi impulsului particulei sunt valorile
proprii ale operatorilorVV si f) iar funagia de und Y¥,,,p este funga
proprie comuna a acestor operatori, coresftoare valorilor proprii
Wi p.
In mecanica cuantic marimile fizice sunt reprezentate matematic
prin operatori, iar valorile gmute la nisurarea ririmilor fizice sunt valorile

proprii ale operatorilor respectivi.
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8.2. Momentul cinetic Tn mecanica cuanti

Momentul cinetic este definit Tn mecanica cuanti@ si in fizica

clasica, cu deosebirea € si p sunt operatori.

~

| =Fxp=-in(Fx0). (8.6)

Componentele operatorului moment cinetic sunt:

z oy
2 , 0 0
ly = pr_sz:_'h[Z&‘XEj? (8.7)

=

>
=y
1
=)
VR
<
|
|
<
|
N—

|, =%, -
Operatorul ptrat al momentului cinetic este:
(2 172,012,712
[2=12+12+12, (8.8)
Operatorii definii Tn expresiile (8.7)si (8.8) satisfac reldle de

comutare:

i | =i

|y,|z]=ihfx; (8.9)
.0 ]=in,.

[FX,I:Z}[@J:Z}=[|AZ,|:2}=0. (8.10)

Din relaiile (8.9) rezuls ca fx,fy si fz nu sunt comutativi deci nu
posed o funaie proprie comu#

A A

Proiegiile momentului cinetic:l,,l I, nu pot avea simultan valori

determinate. Din reta (8.10) se obsefivca operatorull 2 are fundii proprii

comune cu operatorul fisxeia dintre proiegile sale. Rezulta & patratul
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momentului cinetigi numai una din proigtle sale pot avea simultan valori

determinate.

Folosind coordonatele sferice sésegte c Ii2 si |, sunt cuantifica
putand lua valorile:
12 =1( +2)n?; 10[01,2,...,n]
|, =nm; mo[0,+1,...,%1] (68.11)
Numarul cuanticl, numit nunarul cuantic orbital, este nuirul care
exprima cuantificarea modului momentului cinetic, pe cémurirul cuantic
m exprima cuantificarea componentei p©Z a momentului cinetic,
respectiv a componentei @@Z a momentului magnetic orbitgil se numete

numar cuantic magnetic.
8.3. Ecuaia lui Schrodinger pentru miscarea nerelativist

Miscarea unei particule de masasi energieW , care nu este supus
unui camp de fae creia in procesul rgcarii 1i este asociata o uadde
Broglie, este descisprin funaia de und ce se propaga cu viteza de faza
si care este produsul a doi factori:

W(x,y,zt)=¥(x y,z) &, (8.12)

Funaia de und (8.12) trebuie sa satistaecuaia undelor:

Y N Y . Y 1 90%°w _

-— = 8.13
x> ody> 0z% Vv? ot? (8.13)
Din relaia (8.14) rezult ca:
2
a—LZP =-w?W¥(x,y,z,t)= —i Y(x,y,zt). (8.14)
ot T
In acest caz:
0’W 1 4 41?
-———==——WIx,y,2t)=—WIx, v, z71). 8.15
6t2v2T2v2(y))\2(y) ( )

Inlocuind in expresia (8.15) factorul prin relaia lui de Broglie

(v,, este viteza particulei)) =h/mv,, se oline:
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-———F= Wix,y,zt)= —=W(x,y,z7t).
vZ ot? hz(y)hZZ(y) (8.16)
mAv,” 2
Daci se consideérmiscarea particulei intr-un camp de tloexterioare
rezulé relaia:
M:W—U
2
si
10°W _2m
- —=="W-U)¥(xYy,zt). 8.17
o = WUy 2t (8.17)

Introducand Tn (8.13) retia (8.17) se ofine:
%¥(x,y,zt) N 0%W(x, 3/ z,t) . aztlJ(x,zy, z,t) .

2
0x oy 0z (8.18)
+§1_r2n(w -U)w(x,y,zt)=0,
sau:
2m
AW(x, y, z,t)+?(W -U)¥(x,y,zt)=0. (8.6)

Expresia (8.18.) reprezintecuaia nerelativisi a lui Schrdédinger,

deoarece v, <<c.

Inlocuind relaia (8.10) in (8.16) se dibe:
0*W(x,y,2), 0*¥(x v,2) , 9°¥(x y,2) e +
x> ay? 0z

+%(W —U)exp @ W(x,y,zt)=0=

2 2 2
_ 0%W(xy.27), 0°W(xy.2)  0*W(x.y.2)

x> ay? 0z°
2
= _h_rzn (W -U )W(x, 2 z),
sau: AY(x,y,z)= —%(W—U)w(x, Y,2). (8.19)

Ecuaia atemporala a lui Schrodinger depinde de cooretma

spaiale:
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Se poate utilizai functia de und:
_ e (8.20)
lP(x, Y, z,t)—‘P(x, y,z)@ h .

, w
deoarecew =2mv, iarv = e
Prin derivarea retgei (8.20) Tn raport cu timpul, rezalt

OW_(Xétyv 2t) =2 wp(x,y,21) (8.21)

de unde se alme expresia energieW , care introdusa in (8.18), setivie

relaia:
2imow(x,y,zt) 2m
AW(X,y,zt)+ -—-U¥ix y,zt)=0=
2
~inY o Aoy, (8.22)
ot 2m

Ecuaia temporala a lui Schrodinger (8.22) esteauiil descrierea
proceselor in care energia patald U este funge de coordonatg de timp.
Ecuaiile (8.19)si (8.22) reprezirit postulatele Tn mecanica cuantica

la fel ca postulatele lui Newton in mecanica ckasic

Aplicatii

8.1. Fie un operatorE nehermitic. in ce caz operator® este
hermitic?

Rezolvare:
Se consider operatorulF sub forma:F=A+iB, unde A si B sunt
hermitici.
F2 =A% -B2 +i{AB+BA)
Daci AB+BA =0, atunci operatoriA si B, aa-zisele prti
hermitici si antihermitici ale operatoruluf anticomus, iar F2 este hermitic

8.2.Se consider trei operatoriA, B si C. S se exprime comutatorul
produsuluiA B cu C cu ajutorul comutatorilorA , C ]

Rezolvare:

[AB,C]=ABC-CAB+ACB-CAB=A[B,C]+[AC]B

(@}
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Analog, [A,B C]=[AB]C+B[A,C]

8.3. Fie un operatolE oarecare. Hse arate £acest operator se poate
scrie sub formaE = A +iB, undeA si B sunt operatori hermitici

Rezolvare:

- ~+ - ~+
FHFT g F-F
2 21

A=

8.4.S4 se demonstreze legea de distrila comutatorilor
DIISYALS
i k i, k

Rezolvare:

3h 38 - pAze - TazA Tkl

8.5.a) Si se scrie ecum lui Schrodinger pentru o partidutuantia
ce se mica sub adunea unei fae elastice de constarglastia k.
b) & se scrie ecum lui Schrodinger pentru o parti@ul
cuantié incarcat

electric cu sarcina), ce se mica intr-un camp coulombian creat de
sarcinad, .

Rezolvare:
Ecuaia lui Schrodinger atempotggi unidimensional este:

W (9 + 22 (e - =0

a) Potengialul din care deri¥ forta elastié este:

U(x):%kxz.

Ecuaia Schrodinger caga forma:
2m,

. 1
X)+ £-=kx* w(x)=0.
v )+ 2= Jc o)
b) Potemialul pentru problema propaigste:
u(r)= 0% }
a1, v
Ecuaia Schrodinger caja forma:

; 2
e
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8.6. Care dintre solgile ecuaiei Schrodinger se numesc gpaare? $
se arate & ele se obin doar in cazul in care energia paiaid U nu depinde
de timp.

Rezolvare:
Dac energia poteiala U nu depinde explicit de timp, eaism
temporad a lui Schrodinger:
ROt 2 Ap(F,t) -US(F t),
ot h
poate fi rezolvat prin metoda sepanii variabilelor. Se cait soluii
de forma:
off,t) =¢(F)f (t).
Fiind soldii ale ecugei Schrodinger pe care o ver#icse introduce
n ecuaie si dupa cateva calcule se ghe:

&t
®,(F1)=¢, (e "
unde z//n(F) sunt fundile proprii, iar &, sunt valorile proprii ale
operatorului energie.
Din forma fungiei de stare se obseérwci dependeta de timp a

acesteia este de tip armonic. Densitatea probatbitie localizare a particulei
cuantice in spaul fazelor este datde m@tratul modulului fundei de stare:

o(F,t)° = o(F,t)o" (F,t)
unde @’ (F,t) reprezini fungia complex conjugéta fundiei de stare.

Se obser¥ ci aceast densitate nu depinde de timp. Sole de tipul celor
gasite mai sus descriuast staionare.

8.7. S se determine cum se va modifica fiacde stare ce descrie
starile stgionare, dag& energia poteala creste cu o cantitate constant
oarecareAU .

Rezolvare:
Variatia energiei poteale cu o cantitate constanbarecareAU va
provoca schimbarea originii energiilor. Valorile oprii ale ecugei
Schrodinger:

ay()+ =2 e -u(Fl(r) =0

se vor modifica cu acegiacantitate AU . In conseciti diferena
£—U(F) nu se va modificasi forma fundiei proprii z//(F) ramane
neschimbat Se va modifica doar factorul temporal din ftiacle stare:
(&, +AU Nt
BICRZC)

oF.t)=y(le
Sens fizic are gratul modulului fungei de staresi Tn conseciti
variaia energiei poteale cu o cantitate constanbarecareAU nu va
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provoca nici o schimbare in ceea ce piiedocalizarea particulei cuantice in
spaiul fazelor.

8.8. Fie un operatorF nehermitic. In ce caz operator#? este

hermitic?

8.9. & se demonstreze legea de distiilbu a comutatorilor

(comutatorul sumei este egal cu suma comutatarilor)

zAza =gl al

8.10. Se considértrei operatoriA, B si C.Sise exprime comutatorul

produsuluiAB cu C cu ajutorul comutatorilon{A,é] si [é,é].

9. FIZICA ATOMULUI SI MOLECULEI

9.1. Serii spectrale

Spectograful cu prisindisperseax un fascicul de lumina intr-un
spectru. Dat sursa de lumina este un solid sau un lichid ineaoent,
spectrul este continuu, iar dasursa este un gaz prin care trece un curent
electric de desecare, spectrul este un spectru de linii. Lungirdieund ale
liniilor sunt caracteristice elementului care emitmina. Structura de linii a
spectrului se continua atat in regiunea ultravéglettsi in cea infrargie,
unde pentru defectare sunt necesare metode foitgraf

Johann Jakob Balmer &gt formula care da frecventele unui grup de
linii emise de hidrogenul atomic. In anumite caiidie excitare, hidrogenul
atomic poate sa endiunsir de linii care se numée serie spectrala. Balmer a
stabilit & lungimile de und ale acestor linii sunt date de :

% = R[Z—lz —n—lzj 0.1)
unde A este lungimea de uadR constanta lui Rydberg iar are valorile
intregi 3, 4, 5 etc.

Lyman, Paschen, Brackett, Pfund au descopkdtte serii spectrale

ale hidrogenului dupcum urmeaz
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_ 1 (1 1 _
Seria Lyman: e R(l—z —?J, n=23.., 9.2)
Seria Paschen: 1 R(iz —izj n=45.. n=56.., (9.3)
A 3 n
, 1 (1 1 _
Seria Brackett: 3 R(? _FJ’ n=56..., (9.4)
1 1 1
i : —=R=-—1|,n=67... i
Seria Pfund: I R(SZ nzj (9.5)

Formula (9.1) scrisa in futie de frecventa luminii este:
v=Rc(2inij%:—|:—c (9.6)

Fiecare din fragile aflate Tn membrul drept al relai (9.6) se
numete termen spectral. In cateva cazuri simple caolieinul, heliu simplu
ionizat, litiul dublu ionizat, valorile numericeeatermenilor spectrali pot fi
calculate din considetiateoretice, dar pentru atomii compjee@le trebuie
determinate experimental din analiza spectrelor.

Cheia intregii spectrelor atomice o constituie @pmtal de nivel
atomic de energie. Astfel problema fundamentalgectsoscopului este sa
determine nivele de energie ale unui atom din velomasurate ale
lungimilor de und ale liniilor spectrale emise, atunci cand atomete¢ de la
un set de nivele de energie, la altul. Niveleleedergie rezultate din analiza
spectrelor atomice au fost tabelate sau reprezentat ajutorul unor
diagrame. Nivelul de energie minima se ngimetare fundamentala, iar toate
nivelele superioare se numesérisexcitate. O linie este emisa atunci cand
atomul trece din stare excitata intr-una mai jogsaa trecerea atomului din

stare normal intr-o stare excitata, linia spectrala este abtorb
9.2. Atomul lui Bohr

Pentru a Trelege structura atomilogi legatura dintre structura

atomicasi spectrele atomice este necesara o abatere radiedh principiile
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stabilite ale mecanicii clasice ale electromagnetismului. Tn teoria lui Bohr,
aceasta s-a realizat cu ajutorul a doua postulate:

1. Electronii se pot e¢a in atomi numai pe anumite orbite pe care
au energii determinate, numite orbitetistaare. Aflai pe aceste orbite, ei
nici nu radia, nici nu absorb unde electromagnetice.

2. Atomul emite sau absoarbe railisub forma de fotoni, numai la
trecerea electronilor de pe o orbita pe alta. ®eta radidgei emise sau
absorbite se alme din egalitatea energiei fotonului emis cu ved@aabsoluta
a diferenei energiilor electronului de pe orbitatiala si cea finad:

hv =W -W|. 9.7)

Teoria lui Bohr nu este consecvent cuantica pegirumiscarea
electronului pe orbita este studidgblosind dinamica clasica. Bohr asif
orbitele st@onare, impunand orbitele aflate pe baza mecarttasice
anumite condii de cuantificare. Pentru a se arata in ce consizeste
condtii de cuantificare, se analizeaan sistem fizic format dintr-un nucleu
cu sarcina+ Ze in jurul ciruia se nvarte un electron. Un astfel de sistem se
numete atom hidrogenoid.

In teoria lui Bohr, se iau in consideea numai orbitele circulare.
Condiia de cuantificare pentru orbitele circulare, fotata de Bohr, arataac
momentul cinetic orbital al electronului este un ltiplu intreg de h/2x

e ] ey .

unde msi ry reprezind masa electronului respectiv raza orbitetisteare, iar
n este nurrul cuantic.

Miscarea electronului pe un cerc, in jurul nucleueidatorgte forei
de atrage a electronului deatre nucleu, foja care repreziatforta centripeta
adia:

ze _my*
dreg? ot (©-9)
Din relaia (9.9) rezulta & energia cinetit poate fi scrisa sub forma:
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mev? _ Z€®

2 81
In campul electrostatic creat de nucleu, electroatd energia

poteniala:
i 2
u=-—-2_, (9.10)
AT o1
Energia totala a electronului este:
Ze?
=- : 9.11
8TE I ( )
Din relaiile (9.8)si (9.9) se obine:
1, h% 1,
r=—n"——=—=g,N°; n=123..., 9.12
" Z mme Z % ! (9.12)
unde: ag =ry = > = 05300 ™m, reprezini raza primei orbite Bohr
e
0

pentru atomul de hidrogen.
Fiecirei valori permise a razei (9.12) ii corespundealmare permisa

a vitezei, care rezulta din expresiile (%B§9.12) adid:

2

vn=Zl © ; N=123....

n 2he,
Inlocuind relaia (9.12) in (9.11) se g¢be formula pe a n-a orbita
staionara:

4

__52me 1

W, =-Z 8s§h2 E—In—2 n=123.. (9.13)

Pe baza celui de-al doilea postulat al lui Bohm, réiigia (9.13) pentru

frecventav, rezulé expresia:

(9.14)

PentruZ =1, se oline formula lui Balmer, cunoscandu-se c

5 _nn
nn C "

Teoria lui Bohr a permis legarea valorii constaritei Rydberg de

constanta lui Planck, adic
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mee’
8e2h’c’

R, = (9.15)

Relaia (9.15) conduce la valori destul de apropiate ade

determinate experimental.

9.3. Experienta Franck—Hertz. Insuficientele teoriei lui Bohr

James Francki Gustav Hertz au confirmat experimental stirile
energetice ale atomilor sunt discrete (fig.9.1).dmiterea unui fascicul de
electroni prin vapori de mercur, In cazul in canergia electronilor este mai

mica de 49V , ciocnirile electronilor cu atomii de mercur milueneaz
intensitatea curentului anodic, Cand energia electronilor devine egala cu
49eV apare o salere brusca a curentului. Valoarea curentului ansdade
brusc pentru orice cgtere a potetialului accelerator cu49VvV, ceea ce

dovedste & atomii de mercur, in urma ciocnirii lor cu electiiocaccelera
din tub, nu pot primi de la agéa decéat valori egale cu un multiplu intreg
de49eV (fig.9.2).

49 249 349 W(eV)

Figura 9.1 Figura 9.2

Dac se considér ca energia atomului de mercur in stare
fundamentala est®\,, iar valoarea energiei acestuia in stare exceata:
W, =W, +49eV,

Atunci pentru W< 49eV energia electronilor nu este suficienta
pentru a aduce atomii in stare excitata, ciocnifiled elastice. Dax
W > 49eV, electronii din fascicul pot da energia deV atomilor de

mercursi astfel curentul suféro sédere brusca.a.m.d.
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Atomii de mercur emit prin dezexcitare o rggiamonocromatica cu

lungimea de undcalculata din conda de cuantificare a lui Bohr:

revenind apoi in starea fundameatal

Succesele teoriei lui Bohr constau in faptlilse pot explica seriile
spectrale de atomul de hidrogen de ionii hidrogenoizi. De asemenea,
permite calcularea constantei lui Rydbefigda o valoare satigtatoare
pentru energia de ionizare.

Postulatele lui Bohr permit insa determinarea eioglenergetice ale
atomilor mai complic, Tncepand chiar cu atomul de heliu. In cazul
metalelor alcaline, cu un singur electron de viageteoria lui Bohr nu poate
explica spectrul de dubletsi nu permite evaluarea liniilor spectrale.
Insuccesul se datafte faptul @ ea nu este nici consecvent clas§c nici
consecvent cuantic deoarece se consideaniscarea electronului pe o orbita
perfect determinata, dar se cuantifica energiaulsybsi raza orbitei.

Modelul lui Bohr a fost ulterior imbutitita de Sommerfeld care a
considerat & electronul se ngca in jurul nucleului pe orbite eliptice. Aceste
teorii au ficut un pas in cuneterea structurii atomului aé&nd necesitatea
unor legi cuantice in studiul sistemelor microscepi

Aplicatii

9.1. Cunoscand constanta de ecramare 1,65 pentru aluminiu, &se
afle pentru care tranz se ofgne linia K, cu lungimea de uad\ = 7,970
m. Se dau: Z = 13; R = 1,097320" m™.

Rezolvare:
1 o1 1
i
%:1— 1 2—0,111
n AR(Z-0)
n>=9;n=3

Tranztia este: n = 3- n =1.

9.2. Admitand @& 1n interiorul & in interiorul unui atom hidrogenoid
miscarea nerelatividta electronilor are loc pe orbite circulare ce sfat
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condiia de cuantificarel, =nA, s se stabileagc valorile posibile ale

momentului cinetic, vitezesi energiei totale a electronilor, precugnale
razelor orbitelor (modelul Bohr).

Rezolvare:

ATE I} r

e cf = h
2, =nd, =n——
myV,

Se rezoli sistemuki se ohine:
_1 ze
n 47z,h

n
ATER®
r, = "Fo — [h?
m,Z€e
Ln :|rn xrnovn| = nh

ce e =-1mZe 1
cin pot 2 (47E0h)2 I,.]2'

9.3Viteza electronilor care cad pe anticatodul unb de raze X
reprezini jumatate din viteza luminii. & se determine lungimea de and

dinspre lungimile de uridmici ale spectrului continuu de raz2é¢. Se dau

v=c/2;h =6,62[10"%*Js;c = 310°®ms™

R: A, = 16-107¥m

9.4. La studiul spectrului hidrogenului gbut cu ajutorul unei rele
de difracie avand perioadd=2-10°m se obsetvci una din liniile spectrale
ale seriei Balmer, de ordinul doi corespunde urighi®=30°. S se
determine &rei tranztii ii corespunde aceaslinie.

Se d R.=1096,77-1tm™.
R: n=4

9.5. S se afle pentru care trariei se oline linia k, cu lungimea de
undi A=7,97A, stiind ca pentru aluminiu, constanta de ecranarel,65. Se
dau Zy=13, R=1,09737-1én".
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R: n=3— n=1.

9.6. S se calculeze lucrul desiee a unui electron de peaitpra K a
atomului de aluminiu. Se dau: Z = 13; R = 1,09187m™; 0 = 1.65.
R: Lie; = 2,80510%% J.

9.4. Atomul hidrogenoid

Un sistem fizic format dintr-un nucleu atomg un electron se
numete atom hidrogenoid. Electronul aflat Tn cémpul celestatic
coulombian al nucleului, airui sarcina este + Ze, are energia po&dt

zZ¢e

U(F):_4Trs r'
0

(9.16)

care depinde doar de distanta r, dintre nucfeuelectron, & fiind

permitivitatea vidului.

Masa nucleului fiind mult mai mare decat masa etectlui, se poate
considera & nucleul Emane practic fix, in originea sistemului de coormi@n
Pentru a deduceastle cuantice ale atomului hidrogenoid trebuie feata

ecuaia lui Schrodinger care pentru potetful dat de relaa (9.16) are forma:

2m Ze?
AU + EIW + =0, 9.17
ol 22 o

unde m reprezind masa electronului.

In fizica matematit se demonstreaza ecuaia (9.17) admite sotii

nebanale, univoce, contingemarginite, numai dat energiaWW are una din

valorile:
_ mzZ%* 1.
== &ee(z)hz E—In—z n=123... . (9.18)

Funaiile de und ¢ ale skrilor staionare au in coordonate sferice
r,0,¢ expresia:
Wrin(r,8,0) = Ry (r)yim (6.9), (9.19)
unde Ry (r) reprezini partea radiala a salai si y|m(6,¢) sunt fundii

sferice.



Numirul n=123... care cuantifis energia se nungge nunir cuantic

principal. Nunarul | reprezini numirul cuantic orbitaki poate lua valorile

| =01..n-1, iar numarul m reprezini numarul cuantic magnetigi poate

lua valorilem=0,#1,.. %1 .

9.5. Atomii alcalini

In atomii alcalini, electronul de valegn se mici atat in campul
electric al nucleului cafi in campurile electrice produse de ceilalectroni.
Se constatexperimental £ energia de extragere pentru electronul de valen
este de 4-5 ori mai mica decat energia de extragergru un al doilea
electron din atom. Deci, nucleul avand sarcinatet&c + Ze , impreuri cu
cei (Z —1) electroni formeaxo structura relativ staliil avand sarcina:

+Ze+(Z -1)(-e)=+e.

Campul electric creat de “restul atomic” nu mai arsimetrie strict
sferica, mai ales datorita faptulud @lectronul de valga in micare sa
deformeaz repartiia spaiala a sarcinii din interior, care vaagita un
moment electric dipolar nenul. Tn aceasta siéyaelectronul de valea se
misca intr-un camp electric compus din campul de simstericasi campul
electric dipolar, iar energia sa potiefa este:

U(r)=— ez _ 92@.2
ATEr ATl

+o. (9.20)

Primul termen din expresia (9.20) este egal cugaeguotemiala a
electronului in atomul de hidrogen iar al doilearten reprezirit scaaderea
energiei

poteniale a electronului, datorita campului electricalgr indus, care
produce o atrgie suplimentat.

Dac se rezolva ectia lui Schrédinger pentru atomii alcalini, se
gaseste & nivelele energetice vor fi apropiate de cele qmuegitoare ale
atomului de hidrogen, fiind deplasate in jos cantitate de nu#r cuanticl .

Pentru atomul alcalin seiggste ci energia electronului de valgneste:
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m.e* 1
W, =-—_- .
"~ "8 T+ o)

unde c(l) este o cora@® negativa, care scade in modul cand crestelic:

ofl)~-—~2

(21 +1)

(9.21)

In figura 9.3 sunt prezentate schemele niveleloergetice ale
atomului de hidrogen, respectiv ale atomului aicalNivelul energetic
caracterizat prin numerele cuantind se reprezirt prin simbolulnl, unde
n se inlocuigte cu o cifra, iar pentrul = 01,23... se folosesc

notaiile s, p,d, f

3% 3d | ________
2s 2p 3s 3p 3d

Figura 9.3
Tranziiile permise corespund regulilor de segiec
Al =+1; Am=0,+1. (9.15)
Pe baza schemei nivelelor energetice,stcat regulilor de sela® se

pot determina frecveeale liniilor spectrale ale radidor emise de atomii
alcalini.

9.6. Momentul magnetic orbital al electronului

Consideim ca un atom hidrogenoid se afla intr-un camp magnetic
omogensi staionar, caracterizat prin vector, indreptat in lungul axei
o,(B,=B,=0B,=B).

Expresia hamiltonianului este date relaia:



B+EB8 (24 y2), (9.22)

~

unde | este operatorul momentului cinetic al electronwui H, este

hamiltonianul in lipsa campului magne(@ = 0). Termenii care cain pe B
exprima 0 energie de interdane intre electrogi campul magnetic. Dac

energia de interaicine dintre un moment magnetie si un camp magnetic

este:
B .
AW = -[j[dB,
0
se obine:
~ B e g ez 2 o\s 52 E: —
AH =—f||—— || -—{x*+y°BldB=—[f[dB. 9.23
magn (Iﬂ ZmJ 4me( y) (I)u (9.23)
in relaia (9.23) expresia
A 2
Z e |- (S 2 2\5
=|-——— | ———I|x“+y“)B, 9.24
H ( ZmJ 4me( y) ( )

reprezini operatorul momentului magnetic al electronului.esic operator

contine operatorul momentului magnetic orbital:

-~ e > -
b= -—=— 1 =vl, 9.24, a
Ky ( Zmej Yi ( )
care se datogee micarii orbitale si operatorul momentului diamagnetic:
2 e 2 2\
= + B
Mg om ( y ) (9.24, b)

e

care este direct prop@nal si de sens contrar vectorul & .

Operatorul moment magnetic orbitg| difera de operatorul moment

cineticl prin factorul constant:

e
2m,’

Y =~

numit raport megnetomecanic orbital. In acest cazvalori determinate

simultan intr-o stare cuantica, numai’ si 4. Valorile proprii ale

160



operatorului ptratului momentului magnetic orbital, céitale operatorului

proieaiei sale peOz sunt:

2 21,2
> _ € -, €h _
=— |°= | |+1, | = 0, 2,3 .
Hi 4m? 4m§( ) a (9:29)
e en
=——| = -——— |, m=0,£1...%1l. 2
M am, ( ZmJ " o

Se obser¥ ca proiegia pe Oz a momentului magnetic orbital este un
multiplu Tntreg al momentului magnetic elementarmit magnetonul Bohr-
Procopiu:

enh
2m,

Ug = = 927010 % AlMm?. (9.27)

Se obser¥ ci marimea momentului magnetic orbital, cdtmarimea

proieaiei sale peOz sunt:

W =0+ @, 1=01...,

M, =—MUg, m=0,£1, ... %1, (9.28)
In fizica clasia s-a prewizut existenta momentului magnetic orbial
a momentului diamagnetic, deoarece un electron igctarea sa orbital
reprezind un curent electric inchig in consecima are un moment magnetic.
Daci un electron parcurge uniform o orbita circularardea r, momentul

magnetic orbital este dat de expresia:

unde T si « sunt perioada respectiv viteza unghiulara ascini

electronului, ial reprezini momentul cinetic al electronului, adic

e —
o =—-—10.
Hy om,

Larmor a aftat & orice orbita electroni; aflata intr-un camp
magnetic constant, realizeiaa precesie in jurul dir¢iei campului magnetic

cu viteza unghiular.
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B, (9.29)

numita viteza unghiulara Larmor. n genegal << «.

Langevin a aitat & datorita precesiei Larmor apare un moment
magnetic suplimentar al electronului, opus camputa@gnetic, numit
moment diamagnetic:

2

2
=—f—rrr:eEl§=—4e—%(x2+y2)D§,

2
_erpwy
2

Ha
unde p este raza ngearii de precesie a electronului.

Deoarece precesia se face mult mai incet dec@&tneia orbital, raza

rp este egal cu distama electronului fei de axaOz, in lungul d@reia este

orientat campul magnetic, adicr} = x° +y?.

9.7. Momentul cinetic propriu al electronului
Electronul posetl o micare de rotge Tn jurul propriei sale axe,

numita spin electronic. Momentul cinetic de spin are agiggroprietate cai

momentul cinetic orbital, adic §° si s, pot fi masurate simultan, cu
precizie. Valorile proprii ale operatoril@ si §, sunt:
S? =g(s+1)n?;, (9.30)

S,=my(h, m=-s..,+s
Unde S este nuiinul cuantic de spin, iams este nurirul cuantic

magnetic de spin, putand |@&s+1=2 valori.
1 . : 1
Rezulta @ : S:E’ si deci: m, = iE

Caracteristicile momentului cinetic de spin sumhitoarele:

\é{z S(S+1 ngm; (9.31, a)
1
S, :izh (9.31, b)

Electronul are un moment magnetic propriu care estplat cu

momentul cinetic propriu. Expresia acestuia este:
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—

He =Y [5, (9.32)
unde constanta de cuplgj se numgte raport magnetomecanic de spin al

electronului.

9.8. Momentul vectorial al atomului

Daci momentul cinetic are modulul egal cuy/i(l +1 iar

proiedia lui Oz estem(7, unde m=0+1...xl,1, si |, nefiind determinate,

se considera un vectdr de lungime,/I (1 +1) @, care efectuedzo precesie

n jurul axei Oz descriind un con, astfel incatalfimea conului % fie egala

cumln.

Figura 9.4

in figura 9.4 este reprezentat momentul cinétipentru cazull = 2
contindnd cele 21 +1= 5 posibilititi pentru |,. Daca se analizeaz
compunerea a ddumomente cinetice, si I,, momentul cinetic rezultant
este:

L=1 +1,.

Acesti trei vectori au propriétile definite de relgile:
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L=yl +Dm, L, 0z;
| =My, m O[=13,+1,];
=0, +)m, 1,0z, 0.33)
;2 = myh, my O[=15,+1,];
MENIE=] 10z, ;
L, = mi&, mO[-1,+1].
Rezulta &:
m=m +m,. (9.34)

in situaia In care se consenlungimile vectorilorlq,l,, proiediile

lor pe L, impreuri cu L, si |,, se reprezirtvectorial astfel incat: vectorij

si |, si efectueze o precesie in jurul lui iar aceasta sa efectueze o precesie

in jurul axeiOZ (fig.9.5).

Figura 9.5

Operatorul moment cinetic total al electronuluegstin defintie:

j=1+S. (9.35)
Deci j2 sl j, sunt cuantifica, admtand valorile proprii:
1 =+i(i +D ;. (9.36)

j=m; [k, m,

==jnl,

unde nunarul cuantic j , numit nunar cuantic intern poate lua valorile:
j=1+S..Jl-S

Deoarece nutitul cuantic de spin are valoarea 1/2 rezudta c
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, 1 1
j=l+=, I-=.
2

Regulile de selag® pentru nurrul cuantic j sunt:
Aj=0,+1. (9.37)
Electronul posexiun moment magnetic orbitgl, si unul de spinfis.

Datoriti anomaliei magnetice, momentul magnetic rezultatanel aceea
diregie cu vectoruIT Caci:

A=f, +f, = (" +25 )= (7" +S), (9.38)
unde I",S",]" sunt respectiv momentele cinetice orbital, de spitotal,

raportai la 7.

Daci | se consemy vectoriil , S si i vor efectua o precesie in jurul

lui J

(fig.9.6).

Val
oarea
medie a
momentulu
i magnetic
total

coincide cu

proiegia
lui 4 pe

-

] si se

Figura 9.6

conserva. Experimental se deterinateasta valoare medie folosind tiala

-%

Moy =M = = - (T*2+T§*)- (9.39)
R N AT R '

Din egalitatea:

rezult:
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r*z — I*Z + §*2 —ZT* ‘:é*’

iar:
e TSP (1) + S(s+1)-1(1 +)
]S = = , (9.40)
2 2
Din expresiile (9.393i (9.40) se ohne:
M :_ngB\/j(j+1)1 (9.41)
unde:

j(j+1+3SS+1)-1{l +
gj:1+J(J ) ZTEJS+1)) (1 +1)

se numete factorul giromagnetic al lui Landé.

: (9.42)

9.9. Structura fina a liniilor spectrale
Fiecare electron dintr-un atom, cu mai thelectroni, executa doua

misciri, una orbitalasi una de spin, avand n acglamp un moment cinetic

orbital si un moment cinetic de spin. Diase noteazcu I, si S operatorii

corespunitori momentelor cinetice orbitadi de spin, ale electronulu,

operatorul moment cinetic total al sistemului decéoni este:

f=%@1+§j- (9.43)

Dac interagiunea dintre momentele cinetice orbitale, respeditinre
momentele cinetice de spin este mai preatindecat interatunea spin-
orbita la nivelul fiedrui electron, momentele cinetice orbitalecele de spin
se compun separat, dand momentele cinetice thtaje S, iar prin cuplarea
acestora se ¢ime momentul cinetic totalj . Acest fel de compunere a

momentelor cinetice se nugte cuplaj normal sau cupldjS si se apli@ n
genere atomilor nu prea grei. La atomii mai greistix o puternid

interagiune spin-orbii, cuplajul numindu-se cuplajdJ. In acest caz se

Tnsumeaz separat momentul orbital cu cel de spin pentrcefie electron, iar

apoi se insumeazezultatele otindnd momentul cinetic total:

I=X (9.44)
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Pentru analiza spectrelor ragilar emise de atomii cu mai mul
electroni se studiazstructura nivelelor energetice atomice. In mukeuri,
intelegerea structurii nivelelor energetice este plasdac se considera doar
cuplajul LS. Numerele cuantice ale fintregului sistem de eabectr
L,S,J,M, sunt respectiv numerele cuantice orbital, de ,spiern si
magnetic intern al sistemului.

In situaia in care lipsge interagiunea LS , energia totala depinde

doar de numerele cuantidesi S, iar in prezenta acesteia, in locul unui nivel
LS, apar mai multe nivele energetice avand acdiasi S dar cuJ diferiti.
Aceste nivele sunt pm distanate intre ele, avand o structura de multiplet
numita structura fina. Ordinul de multiplicitateralelului este determinat de

numarul  valorilor posibile ale nu#rului  cuantic intern total
J=L+S,..|]L-9. Dac L>S, nivelul LS se despica i2S+ hivele, iar

daa L <S, nivelul are multiplicitate®L +1. Pentru unJ dat, exista2L +1
stari pentru careMj=-J,....+J, ceea ce insearrca fiecare nivel din
multiplet este d&2J +1 ori degenerat.
Structura fid a nivelelor energetice atomice atrage dgme si 0
structud fina de multiplet a liniilor spectrale.
Regulile de selae corespun#oare sunt:
AlJ=0, %1,

Cu excepa tranziiei J =0 - J =0.

Aplicatii
9.7. Pornind de la ectia Schrodinger atemporala pentru atomii
hidrogenoizi, in coordonate sferice, se dedut ecuaia difereniala pentru

functia de und radiak R(x).

Rezolvarea ectigi Schrodinger in coordonate sferice este:
2
_ i izi(rZ al-l'l(r;e;q))_'_ 5 1 i(s|nea_wj+
2my | r<or or r<sin® 08
2
1 o z¢ } - Ew

-ty

r’sin®@ 9¢> r



Tinand seama de forma operatoruldj se ohine:

2 _ 2
. 2i(rza_wj+ - 2|2qJ_Ze =
2m,r < or or ) 2mgr r

Soluiile sunt de formad(r,8,¢) = R(r) [Y(,¢), deoarece:

120Y(0,0) =hA (I +) Y(,0) =

=T

2 2 2
zd_ze dR+2m2r {E+Ze2_hl(l+1)}R:O
dr dr

+2r— >
2 2mgr

9.8. La studiul spectrului hidrogenului piut cu ajutorul unei rtele

de difragcie avand perioadal = 25010°m se observ ci una din liniile

spectrale ale seriei Balmer, de ordinul doi coreslpuunghiuluid =30°. S

se determineatei tranziii i corespunde acedslinie.

Se d R, =1096,7710*m™.

9.9. & se afle pentru care trapei se olgine linia k, cu lungimea de

unda 1 = 697A, stiind ci pentru aluminiu, constanta de ecranare 165.

Se dauZ, =13, R =1,09737010'm™,

9.10. Intr-un atom de hidrogen are loc traiide la starea cu n = 10
la starea cu n = 1.a%e determine: a) energia, impulsulungimea de unia
fotonului emis; b) viteza de recul a atomului laigenfotonului.

R: a)W=13,5eV;p = 4,510° kg/s; A = 92 nm.

b)v=4,5m/s.

9.11.Viteza electronilor care cad pe anticatodul undi tle raze X
reprezind jumatate din viteza luminii. $se determine lungimea de d@rdginspre
lungimile de und mici ale spectrului continuu de raze X. Se dan:c/2;

c =310° m/s; h = 6,6210°* J8; my = 9,110 kg.
R: 4 =1601072 m.

min
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9.10. Emisiasi absorbtia radiatiei

Excitareasi ionizarea atomilor se poate realiza pe cale aptie cale
termici sau pe cale electlic Sistemele atomice pot trece de pe un nivel
energetic pe altul prin tranii radiative, emise sau absao de radide
electromagneticsau neradiative.

intre stirile energetice stinare ale unui sistem atomic pot avea loc
tranztii, in sensul trecerii acestuia dintr-o stare eageg inferioara n alta
superioara, cand are loc un proces de alggode energie, sau dintr-o stare
energetica superioara spre alta inferioara, cancerede energie Legea

cuanti@ fundamenta a radiaiei este: undeW, si W, reprezini energia

corespunitoare celor doua &i staionare intre care are loc tratiai

Aceasl lege este valalilatat in cazul nivelelor de energie gain
cazul cand nivelele de energie formeazsuccesiune continua. Trafik de
pe nivele energetice superioare pe nivele enemetferioare, care au loc de
la sine, poattnumele de fenomene de emisie spaitan

in afai de absorbia si emisia radigei, o substara poate sa prodic

si Tmprastierea radigei. Daa o cuanta de radi@ avand frecvela Vg

ciocnete un sistem atomic atunci rag&@aimp#istiata are frecvega:
+Wn —We .

V=V,
h

(9.44)

Daa W, =W, , fenomenul se nurgke impéistierea Rayleigh in mediu

omogen sau Tmpstierea Tyndall in mediu tulbure. Tn acest caz, riga

dintre cuanta de lumiirsi sistemul atomic este elastiffig. 9.7).

Wr Wr

AN AN
A N
VO VO - an VO VO + an
V, V;
0 0 W W
i W o — ¥
Figura 9.7 Figura 9.8 Figura 9.9

Dac ciocnirea dintre cuanta de lumirg sistemul atomic este
neelastia, se intalnesc dawitugii:



1. Cand sistemul atomic trece din starea cu emé&kgi in starea cu
energia superioaral, prin intermediul strii virtuale W, (fig. 9.8).

2. Cand sistemul atomic trece din stal®@ in starea cu energia
inferioaraW, prin intermediul sirii virtuale W, (fig.9.9).

In primul caz frecventa radiai impristiate este mai mica decat
frecventa radigei incidente, iar linia spectrala se nwteelinie Stokes.

In al doilea caz frecvea radiaiei impristiate este mai mare decat
frecventa radigei incidente, iar linia spectrake numgte linie anti-Stokes.

Fenomenul Tn urmaacuia radiaia Tmp#stiata isi modifica frecvena
iar sistemele cuantice trec in altérsenergetice, se nursie efect Raman sau
difuzie combinat a luminii.

Marimea propotionak cu puterea radiaita unititi de volum este
intensitatea liniei spectrale Nunul de fotoni emji spontan in unitatea de

timp si de volum in urma trangilor dintre W si W, este:

27 = A, (9.45)
unde n; reprezind populaia nivelului energetic avand valoar¥d iar Ay
este coeficientul lui Einstein pentru emisia spofitaau probabilitatea de
emisie spontah Prin populgéia nj; a unui nivel energetidM se inelege
numarul sistemelor atomice din unitatea de volum caseeaergiaW .in

general se @soa# intensititile relative a doua linii spectrale:

Wi -Wj

Tie - Vie (e (P W (9.46)

In realitate nivelele energetice sunt caracteripabetr-un interval de
energie, W numit lirgime a nivelului, iar trangile au un interval ingust de
frecverte numit Argime a liniei spectrale. Conform principiului de
incertitudine a lui Heisenberg, in fuiee de durata medie de viatg unei

stiri excitate, se aine:

AW > (9.47)

L3
2r
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Av="t == (9.48)

Largimea liniei spectrale datorate timpului mediu data, poarta

numele de drgime naturala. &rgimea naturala este propionak cu
probabilitatea totalad, a tranziiilor spontane de pe nivelul considerat pe

toate nivelele energetice inferioare.

_1
M= A, (9.49)

Tranziile de pe nivele energetice superioare pe nivelergetice
inferioare, care au loc subtamea unei cauze exterioare, poarta numele de
fenomene de emisie stimulat

Daca un ansamblu de sisteme atomice sg& iaflprezera unei radigi

cu densitatea de radgia p(v); ele vor absorbi 0 anumita cantitate din energia

radigiei trecand in gri energetice superioare. Ndml de fotoni, zl((?bs),

absorbii Tn unitatea de timgi de volum este propgonal cu populéa ng a

nivel
2% = Bynplv), (9.50)
unde By; se numete coeficientul lui Einstein pentru absoed

Un ansamblu de sisteme atomice pot trece de peiveh energetic
superior pe un nivel energetic inferior prin emistemulat, da@ se afla in
prezenta unei radia externe avand frecventa egala cu frecventa tieiia

rezultate prin tranga intre cele daunivele (fig. 9.11).
hvi
Wi
Wi
hv,

ik oy hVIk
Wk

vm.—? hvlk
\ 4

Wk

Figura 9.10 Figura 9.11
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Numarul de fotoni zi(lft), emski stimulat Tn unitatea de timpi de
volum, este propaional cu populgaa n; a nivelului superiogi cu densitatea
de radiaie p(v);

Z8 = B,nplv), (9.51)
unde By este coeficientul lui Einstein pentru emisia stiata

Radigia oltinuta prin emisie stimulata are acgefiecverna si este in
faza cu cea exteth Radiaia emis stimulat poate &stimuleze ale trangi.
Acest fenomen conduce la amplificarea radiaincidente si reprezing
principiul de fun¢ionare al generatoarelgramplificatoarelor cuantice.

Amplificarea radidei se obine cand energia emisia este mai mare
decat cea absorbjtadici:

(n —n,)BIp(v)>0. (9.52)

Pentru nivelele care au acglgrad de degeneresaenBy, =By =B

Realizarea condei n; > n,, numié inversiune de popul@, se poate
obtine prin metoda pompajului optic (fig. 9.11). Radiaexterioa& provenit
de la un sistem special da&nipi este absorkitprovocand tranzile de pe
nivelul W, peWs (fig. 9.12, a). La satuti@, ng =y, iar ng>ny,

realizandu-se inversiunea de popiga

W3 W3 .
A / Tranzatie

N/ LASER neradiativa

Wy Wy
LASER

W, W, \ /4

a) b)

Figura 9.12

In cazul reprezentat prin figura 9.12, b, nivel\ este metastabil, iar
tranztiile neradiative de pe niveld; pe nivelulW, produc o acumulare pe

nivelul W, si Tn acest fel inversiunea de popigafata de nivelulW,. Pe

langa realizarea inversiunii de poptie, pentru obinerea amplifiérii
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radigiei este necesar ca pierderile in cavitatea in asrdoc efectul laser sa

nu defseasd puterea radigei oktinute prin amplificare. Mediul activ in care

sunt indeplinite cele doua cofidpoate sa fie solid, lichid sau gazos.
Radigia laser este coerentmonocromatig, are intensitate foarte

maresi diregionalitate.

9.11. Radigia Roentgen

In

interiorul

unui tub

care

conine

gaz la

Figura 9.13

presiuni
mai mici decat013 N/m?, se afla un filament care adus la incandescenta

emite electroni prin efect termoelectric. Electi@ucelerd, lovesc anodui
in acest fel se genereaadigii X care se propaga perpendicular pe supafa
lui (fig. 9.15).

Spectrul continuu apare ca rezultat al transfotinenergiei cinetice a
electronilor in energie radianta, in procesul déndre a acestora, in
materialul anoduluki din aceasta cauza se nuseesi spectrul de franare.
Spectrul continuu este limitat in domeniul lungionide und mici, valoarea
lungimii de und minime depinzand de tensiunea de accelerarej:adic

hc 1
)\min ZEE’U_ (9.53)

Daci tensiunea de accelerare a electroniloragiepe o anumita
valoare critica, caracteristica materialului direcaste confemnat anodul,
atunci atomii acestuia emit un spectru de linii tpespectrul continuu.
SpectreleX discontinui se ofin prin tranziiile electronilor din profunzimea

atomului. Procesul de emisie a spectrului disconticonsta in excitarea
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electronilor din pturile profunde ale atomilor deite electronii acceletasi
apoi in redistribuirea electronilor atomului extita

Procesul de excitare a unui electron de fiarpK a unui atom “greu”
nu poate avea loc decét prin aducerea lui pe unatdile periferice sau prin
smulgerea lui din atom, deoarec&uysile L, M sunt ocupate. Nuifinul de

unda a radiaiei emise este:
~ 1 1
v :R(Z—ok)z(l—z—?j; n=23.. (9.54)

Relgia (9.54) a fost versificata pe cale experiment#aMoseley.
Deoarece numai 0 mica parte din energia electrombiderti este emisa sub
forma de raze X, restul transformandu-se f#ldura, anodul supus
bombardrii se indlzeste puternicsi din aceasta cauza trebuie coni@cat
dintr-un metal greu fuzibil.

Proprietitile razelor X sunt: impresioneaplaca fotografig; produc
fluorescema unor substga; sunt absorbite de subsgrcu densitate mare;
ionizeaz substara; nu sunt deviate in campuri electrige magnetice;
exerciti asupraesuturilor vii 0 agune numita efect biologic.

Cand radigile X parcurg o substaa apare fenomenul deaslere a

intensititii acestora numit atenuare, atlic
I =1,exp*, (9.55)
unde |, este intensitatea radi@ incidente pe substam iar | este
coeficientul liniar de atenuare.
M = Habs * Haif - (9.56)
Aplicatii

9.12.Intensitatea unui fascicul ingust de railiacade de 8 ori dup
ce stibate un strat de plumb de grosi#i@0? m. S se calculeze grosimea
de Tnjundtatire.

Rezolvare:

o g _ _
=iy e I:§; %zlote s %ze W 8 =e*H;

In8=px = lelnS = p=—o0
H X
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g+ -
o i %, =2 ,d"2 60133 m
2 V] In 8

9.13. S se calculeze grosimea unui strat de Pb care agnde zece
ori intensitatea unui fascicul de ragiizu energia de 2MeV. Coeficientul de

absorbie a radigei cu energiaV=2Mev, in plumb, estg=0,5cni".

R: x=lln|—° =46¢cm.
y2i
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10. FIZICA SOLIDULUI

Celula elementéarpoate fi caracterizatprin vectorii de bazag; si
prin unghiurileaij formate din cate doi vectori de badasi aj (fig.10.1).
Sistemul de rrimi liniare & si unghiurile a;; formeaz parametrii

retelei care definesc forma, dimensiuniiesimetria celulei elementare.

-
)

Figura 10.1
Prin parametrii celulei elementare se exprinvolumul ei:
Qy = [é‘l (3233 )] = [53 (aléz )] = [32 (3351)] .
care repreziatprodusul mixt al vectorilor de baza.
Numiarul nodurilor dintr-o celula elementara primitivausneprimitiv

se stabilgte cu ajutorul relgei:

Ny N
n:ni+_f+_01

2

unde: n, -este nurarul nodurilor interioare;
Nt -numarul nodurilor de pe f@; n.-numarul nodurilor din cofuri.

Alegerea celulei elementare cu unul sau mai muwiduni se face in
functie de simetria celulei. Importeanrgelelor Bravais in cristalografie este
foarte mare, pentruacpe baza lor se poate clasifica intreaga varietate
cristalografica cunosciufn natui in sensul & orice varietate de cristal, dac
este o reea simpi, apatine uneia din cele paisprezecgeie Bravais. In caz
contrar, dag este o rgeea complexa, prin descompunere poate fi redusa la o

retea Bravais.
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In tabelul 10.1 sunt prezentate caracteristiciktesnului de resle

Bravais dup singoniisi variatiile de centrare.

Tabelul 10.1 — Caracteristicile sistemului deale Bravais

Singonia
Tip Triclinic a Monoclinica Rombica
retelei
AT
|
l I
I I
| [
! -
Primitiv a [ I
oL
2 91030 2 O23= Ol13= O12= 90°
I
I___\ /= ?,___:c;\ /I
1 | Lo
I } I | I
Ploo I P
] _
Bazi yijﬁ’ | |
centrata -y ié(-?f_-l_’ ‘
Fo= *
A 3290603 013 e
Q3= 012= 90° O23= O3 = 012= 90°
/f:e':?‘f
=% |
I VAR
| / |
I |
Volum i JI
centrat i s
—————C
%

O23= 013= 012= 90°




Singonia
Tip Triclinic i Monoclinica Rombica
retelei
)
i
I { I
I, IOI
Fete L
-
centrate v
QF ¥R
O23=013=012= 90°
Tetragonala Trigonala Hexagonakh Cubica
- ____-'? A _
?si____Tf I //:,A\:\\ \ / %?
I I : N | / 7
I ! I X » van
: | i XN, i(_’ NN
1 | N\ \a,,” _ N\,
JIK——-&/ \2/0"23 % N * /%
=%ty Q==& a-w=a L
O23=013= 012 23 13 12 a7 120
o apo| O23=013=012=90°
90° #90° 023 013= 90
W

Q=-=x

==&
O23= 013= 012= 90°
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Daci n nodurile celor paisprezecaek Bravais se dispun atomi sau
ioni caracteriza printr-un moment permanent de spsnh orbital, atunci
numarul retelelor Bravais cristalografice se complete&n na treizecisi
doua de tipuri.

Daci prin trei puncte sau noduri aletetei cristaline se duce un plan,

el va Tntalnisi alte nodurisi va construi deci un plan reticular.

in figura 10.2, planul ABC taie pe cele trei muchii ale tedei
paralelipipedice segmentel®A=2[a,; OB=2[a,; OC=2[a;.

Acest plan reticular este paralel cu un alt plaicuéar de parametri
(%}OA: al;(%jOB = az;(%joc = a,. Se constétca orice plan reticular din

reteaua sp@ala este determinat deitte un sistem de trei parametri care

formeaz raportul: ma, [m,a, [m,a,.

Figura 10.2

10.1. Defecte in reea

Starea de echilibru a unui solid la o temperata&a d , la presiuni
exterioare mici, este determiaate valoarea minima a energiei libere:
F=E-TS. (10.1)
Aceasi condiie conduce, Tn mod necesar, la existenta unei degor

in rgea la temperaturi 30K. Cele mai simple exemple de dezordine in



reteaua cristalina sunt locurile vacar[\e] in rgeasi atomii interstiiali [I]

prezentate in fig. 10.3.

Atomii intersttiali sunt aceia care ocupa ptizin locurile din reea
care intr-o reea perfecta ar fi neocupate. intre entropia terrigaentropia
configurgiei Sy, exista o deosebire. Entropia termica este detatinide

numarul de posibilisti W diferite, in care energia de vilpe totala a

cristalului se poate afla pe modurile posibile deatie.

e ¢ ¢ ¢ o o
e ¢ ¢ ¢ o o
e o I ‘Io I
e ¢ o o o o
e ¢ ¢ ¢ o o
Figura 10.3

Conform legii lui Boltzmann, legura dintreW\, ; si entropiaS este:

S =klInlW,. (10.2)
Entropia de configutee a unui cristal nu depinde de distriiau
energiei, ea fiind determiriatde nundrul de locuri accesibile ale tedei
cristaline. Fie, de exemplu, otea ce cotine N, atomi de tipAsi Ng atomi
de tip B. Se consideraacnodurile reelei sunt toate echivalente, in sensul ¢
ele pot fi ocupate atat de atomi de Apcatsi de tip B. In aceste conii,
numirul de posibiliiti W, , de aranjare a celoN, atomi de tipA si Ng
atomi de tipB, pe toate nodurile detea este dat de reila:
W = (No+Ng) _

T NAINg! (103)
Entropia de configut#e este dditde expresia:
|
S, =k dogW, =k dog \Na*Na)!| (10.4)
Na! Ng!
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Pentru un cristal ce cane atomi identici, ra nici un defect de tea,

W, =1 si din S; =0, deoarece exidtnumai un aranjament posibil al

atomilor. Entropia totaleste egalcu suma celor daucomponente:
S=§ +34. (10.5)
Rezultatele ofinute pot fi folosite pentru explicarea cauzei exsei
defectelor de nea la temperaturil >0K . Se presupuneacintr-un cristal
perfect se produc un namde locuri vacante in fea transferandu-se atomi
din interiorul cristalului la suprafa lui. Tn aceadt situaie este nevoie de o
energie oarecare, ceea ce este nefavorabil dirt pleneedere termodinamic.
Prin crearea vacaglor, creste dezordinea in crisgaéntropia de configutae
de la zero la o anumita valoare determinde nunirul n de vacate
produse. Conform refi@i (10.21), entropia de configura asociat cu
aranjirile posibile ale celoN atomisi celor n vacane peste nu#rul
total (N +n) de noduri din reea este:
(N +n)!
N!n!
Cresterea entropiei migoreaz energia libet si acest fapt devine

S =k(o (10.6)

favorabil din punct de vedere termodinamic. Ca Itazual celor doua
tendine opuse, intre energla pe de o partesi entropie, pe de alta parte,
configuraia stabifi, se oline cand o anumita parte din nodurilgetei
cristaline este preocupat

In figura 10.4 se @ reprezentarea grafica energieisi entropiei de
configuraie, in funcie de fratia de pozii vacanten/N. Minimul energiei

libereF, determit valoarea de echilibru a raportuluiN.

E
F E
TS
\Y - iy
SNe—" F N
TS
Figura 10.4
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Se consider o rgea perfect ce conine N atomi identici la o
temperatural; energia libet se noteax cu Fp(T). Se presupuneics-au
creatn vacane in reeasi ca energia ¢, necesar pentru crearea unei
vacane este independentle n si ca doua vacage nu sunt vecine ntre ele.
Energia cristalului creste, devenind¢,. Entropia de configutee a
cristalului imperfect este data de nedal0.23. Entropia termiccreste per
vacana cu cantitateaAS. Energia libera a unui cristal imperfect are
expresia:

N +n)!

F(nT)=F,(T)+n$, -nTAS —kT Iog( N (10.7)

Pentru gsirea valorii de echilibru a lun se folosgte condiia de
minim: (9F/an), = 0. Folosind relga lui Stirling log X = xlogx— X,
pentrux >>1, se oline:

3 _bv
—expk [@éxp KT, deoarecen>>N. (10.8)

N+n N
Probabilitatea ca un nod aketei sa fie neocupat, este data de factorul

Boltzmann ce caime energiag, de formare a unei vacgn Tipurile acestea

de vacate sunt de tip Schottky.

Alte tipuri de defecte de tea pot fi tratate in mod analog sk
vacanele. Defectele de tip Frenkel se formeaand un atom, care irdl a
ocupat pozii in nodurile reelei, migreaz in poziiile intersttiale ale reelei.
Un defect Frenkel constdin doua componente: o vacarsi un atom

intersttial.

e o
Frenkel
[

De

chottky

Figura 10.5

Numarul de defecte Frenkel la echilibgula temperatura este:

182



AS -bF
n=(NIN)2exp expT n>>N,

(10.9)

unde: N este nurirul de atom;N; - numirul de podzii interstitiale posibile;

S - varigia entropiei termice coresputiaare unui defect Frenkefir este

energia de formare a unui defect Frenkel. In figita5, se preziatin

seaiune plaa modelul defectelor Schottky a defectelor Frenkel.
Formarea unui defect Frenkel se poate scrie subafamei relai de

echilibru: un nod de tea ocupat + un loc intergél neocupat~> o vacara +

un atom interstial.
Aplicatii

10.1. In cazul unui cristal anizotrop, energia ca fimcde

componentele vectorului de ungoate fi scrid sub forma:
— 2 2 2
E=a,k; +akj+ak;.
Sa se gseass ecuaia de mgcare, corespunzand ecieh Newton.

Rezolvare: Miscarea electronului in cristal subtiaoea unei fae F

este descrisde ecuaa: Pl e

- d’E _9°%E  9°E , 0°E _
Inacestcaz—=——5+—5+— —2(0(X +uy+uz).
dk®  oky  oky  ok;

, : av _2F
Ecuaia de mgcare a electronului— = —z(ax +ay + az).
at  »

10.2. Se consider un kilomol de cristal format din atomi identici
asezai intr-o regea tridimensional Fiecare atom poate executa ostila
armonice dup fiecare din cele trei dirg¢ic independent de atomii vecini. Din
teoria semicuanticsestie ca energia unui astfel de oscilator esteiw.

a) Si se calculeze energia medie pentru un astfel densis

b) & se calculezeatddura molai.

Rezolvare:
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nhu

§ nhu [&xp kgT _nhy

= n=0 kgT —
a) E=1 —my—— - Se noteaz exp &' =x
Zexp kT
n=0
d n
E = hungonx _ hux (1-x)_ hux _ hu
Sy (1=xf 1 1-x expgt*eT-1
n=0
2
b) U =3N,E =3NAhlJr/l—EB'I'1’ Cy = 3N kg (hv/kg T) exp’ k6T

exp (exphu/ kgT _ 1)2

10.2. Clasificarea solidelor in metale, semiconduart si izolatori

Teoria benzilor de energie tine seama de t&uai Schrddinger
pentru electronii aflg in reieaua cristalii. Electronii ocup diferite nivele
energetice in cadrul unor benzi permise. Refaralectronilor pe aceste
nivele se face conform statisticii Fermi-Dirac, rarmarul de electronn; de

pe nivelulW este dat de refia:

_ 2
T WwE (10.10)
exp KT +1

Aceasta distribtie este dependente nivelul Fermi la o temperatur
data. La metale, la temperatura de zero absola|uiiFermi este situat in
cadrul unei benzi permise (fig.10.6, a) iar la sEmductorisi izolatori, este
intr-o band interzigi de EtimeV (fig.10.6, bsi 10.6, c). Ultima banda, paal

sau complet ocupata, se nuteebanda de valea (B.\/.), iar prima banda
complet libera, se nungle banda de condtie (B.C.). Pentru metale
monovalente banda de vajan(B.V.) corntine nivele libere. La metale cu

valenta mai mare,BC. si BV se suprapun. Intr-un metal, electronii au la
dispoziie nivele libere chiar iBV sau in banda uritoare B.C , deoarece

nu exist interval interzis intre acestea.

W B.C.
T BC. figqriiiirs WF

ZRRHIRRRRRRS
QRRRIRRLRRRS

e

BY. XXXXXXXXXXRX B.V.

a) b)
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Figura 10.6

La temperaturaOK, semiconductorii sunt gte izolatori, dar cu
cresterea temperaturii, o parte din electroni pot tréoeB.C. deoarece
intervalul interzis este mai ingust decat la izmliat

La izolatori, electronii de valgea sunt strans legade atomii reelei
cristalinesi nu pot trece peste intervalul interzigaf un surplus insemnat de
energie din exterior.

Daci temperatura corpului se aneste suficient de mult, datorita
energiei termice pe care o primesc, unii electrpoi trece din zona de
valerta In zona imediat superioara, devenind electrordatelugie. in cazul
semiconductorilor este suficienta temperatura cemerar n cazul
izolatorilor trebuie temperaturi foarte ridicatepake astfel o conductibilitate
electric a corpului, mai mult sau mai f pronunat.

Izolatorii si semiconductorii mai pot prezenta congeclectrié sub
agiunea altor agegn ca: radigiile electromagnetice, campurile electrice
puternice sau chiar prin introducerea de electionbaza de condtie cu
ajutorul unor contacte metalice.

Semiconductorii sunt de dauipuri: cu conductibilitate intrinséc
(proprie)si cu conductibilitate cu imputditi (extrinse@).

Conductibilitatea intrinsecapare ca rezultat al trecerii electronilor de
pe nivelele superioare ale zonei de vedein zona de condtie.

Astfel Tn zona de condtie apar puttori de sarcina, adicelectroni,
ce ocupa nivelele inferioare ale acestei zgrsgmultan, in zona de valginse
elibereaz un nuniir egal de locuri pe nivelele superioare. Locuriibezate
de electroni, pe nivelele ce erau ocupate In zenaatena la OK , se numgte
goluri, fig. 10.7.

W . zondde
€ conductie
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AW } interzisa
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Figura 10.7

Distributia electronilor pe nivelele zonei de valesi ale zonei de
condugie se determina cu ajutorul fure Fermi:

1
WWg (10.11)
exp KT +1

f(w)=

Pentru electronii ce se afin zona de condte, mirimea W —W
este mult mai mare decat energiasciii termice kT, deoarece la
semiconductori:

W -W; =1leV

KT =10%eV, lalK

KT =1/40eV, la 300K

In relaia 10.28 se poate neglija unitatea de la nungitdn acest caz
se ohine distribuia Boltzmann:

_W-Wg _Aw
f(W)=exp KT =constexp kT .

(10.12)

Numarul de electroni ce trece in zona de conmueste evident,

propotional cu probabilitatea 10.12, fiind dat de expaesi

_aw
n= Nc eXp KT . (1013)

Unde N, reprezini densitatea efectiva aastor energetice din zona

de conduge.

Conductibilitatea extrinséc apare, dat unii atomi ai unui
semiconductor sunt inloguiin nodurile reelei cristaline prin atomi aacor
valena se deoseb® cu o unitate fata de valan atomilor de baza.
Adaugarea de imputiti la un semiconductor se nugte dopaj.

Un semiconductor cu impuritate pentavedergoseda condtie
electronica sau este un semiconductor dentig\tomii de impurititi care
furnizeaz electronii de conduie se numesc donori.

Impuritatilor deformeaz campul reelei, fapt care conduce la apaxi

in schema energetica a unor nivele de energiedpdapuse in zona interzisa
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a cristalului — fig. 10.8. Un electron poate aveargia corespuritoare unui
nivel local numai dat se afla in apropierea atomului de impuritate care
produce apatia acestui nivel. Cand nivelele donoare sunt Topiprea zonei
de conduge, energia ngcarii termice, chiar la temperaturi gloiuite, este
suficienta pentru a transfera electronul de pe laivdonor, in zona de
condugie.

Intr-un semiconductor cu impuritate trivatanpurtitorii de curent

sunt golurile pozitive, iar semiconductorul estetge p. Impurititile care

produc goluri se numesc acceptori.

W W
B.C. B.C.
@ AW Nivel AW Nivel
donor acceptor
AW $AWa
B.V. B.V.
Figura 10.8 Figura 10.9

Pe schema nivelelor, (fig.10.9) acceptorul 1i cpuesle un nivel local
(acceptor) Tn zona interzisa, in apropierea zoaeialena. Formarea golului
are loc ca urmare a trecerii unui electron din zdeavalema pe nivelul
acceptor.

Daca se iau in considerare semiconductorii tipici giligi germaniul
care sunt elemente din grupa a IV-a sistemuluiogésj se pot utiliza ca
elemente de tip donor unele din elementele dingkpiar ca impuriiti de

tip acceptor, unde elemente din grupa lll.

Aplicatii

10.3. Se considér un kilomol de cristal format dinN, atomi
identici gezai Intr-o rgea tridimensionalsi care execut miscari oscilatorii

cuplate. In aceste coniiicristalul poate fi privit ca un sistem d&, puncte



materiale legate elastic, 8N, grade de libertate.dSse calculeze atdura
molai.

Rezolvare:

Wm
U = [E(w)dg(w), undedg,, reprezing numirul oscilaiilor normale
0

ale reelei cristaline cu frecventele cuprinse in intewvat, «+dcw.

2

2 wdw - .. _

In acest cazdg,, =9N, ——, cu frecveri maximi de oscilg@e a
(*)m

retelei o.
U= 9(2': [&m E(wko?, Tn careE -%hw Mf’—(‘:]BT—l
U= 9@':;; om ehuﬁ #ﬁ;_l}zdw
‘?’NA(ghwm) gNA fo exdv:/(:(;T 1

In relaia anterioat se noteax energia de zero cu

U, =3NA(ghwmj.

OINpTE o, O0°000

Deci:U =Ug +
(A)?n 0 eXFflw/kBT_l

_0U _ ON N5 jom "/ %BT (ytdw
ot ookT2 (exrf'w/kBT_l)z

A I hw .
Introducandu-se variabila = T se olpne :
B

3 x4
C, = 9N ykg —<B_T3pxm € XX
e ey

Definind temperatura Debye prin rééa: i, =kg6p, =
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*x*dx

c_gNk( ];0 o

11. FIZICA NUCLEULUI ATOMIC

11.1. Energia de ledtur a a nucleului. Forte nucleare
Experimental se obsetvca nucleele au o stabilitate remarcabil
datori& unor fote de tip special numite f@@ nucleare.

Propriettile fortelor nucleare sunt:

. adioneaz la distante mici, de aproximath0™°

sunt independente de saigimavand acegavaloare, indiferent de
natura nucleonilor intre caretameas;

« sunt fote atractive;

- sunt fote de satunée, fiecare nucleon neintetganand decét cu

un nundr limitat de nucleoni invecinia

« nu sunt fore centrale, depinzand de orientarea spinilor nudi@o

care interagoneaa si de distama dintre nucleoni.

Natura fotelor nucleare se poate stabili d&2 considerca ele apar
in urma unui schimb de particule intre nucleoni. uvire la natura
particulelor de schimb, Yukawa consigl@xistena unui camp de foe de tip
nou, campul mezonic, in care particula de schint gienul ni, a cGrui mas
de repaus este mult mai mare decat a electronului:

mn=270m,.

Ulterior, aceste particule au fost descoperiteaitigia cosmid si se
admite @ pionii ™, 0 si T realizea# legsturile nucleare prin intermediul
transfornarilor:
pon+;

N p+r; (11.1)
po p+n;
no n+m°.



Schimbul de pioni se realizeain mod continuu.

Determiriirile spectografice au @at G masa nucleelor este difeirit
de suma maselor nucleonilor compomeBaci se consideér un nucleu X,
format dinZ protonisi A—Z neutroni, se constata:

m, #m, +Mp_z)-
Diferenta de ma care apare:
Am=m2+n*(A_Z)—mX, (11.2)
este numit defect de mas
Acestuia fi corespunde energidW = c’Am denumis energia de legura a
nucleonilor in nucleu sau energia deikegi a nucleului.

Marimea AW / A reprezind energia specific de legtura a nucleului
sau energia medie de kgra raportai la un nucleon. Varig valorii
absolute a energiei de gra pe nucleon, in fune de nunirul de nucleoni,
este redatin fig. 11.1.
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0 100 200 260

Figura 11.1

Din figura se obsery ca pentru valori mici ale luiA, valoarea

absolui a energiei de ledura pe nucleon crge si prezini maxime la
: 12~ 16

elementele care au ndml de masa multiplu de patru caHe, “gC, 8O.

Deci in nucleu exista tendande a se forma grap stabile de patru nucleoni.

Valoarea absolatmaximi a energiei de legura pe nucleon,87MeV, o au
elementele situate Tn mijlocul sistemului periodiwand 28< A<138,

elemente care prezinto stabilitate maxim Pentru A> 140 valoarea

absolui a energiei de legura scade panla 76MeV pentruZsU .
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11.2. Spinul nuclear

Existenta spinului electronic a fost pusn evidemi de structura de
multiplet a liniilor spectrale, nuniditstructura fid. Folosindu-se instafi&
spectrale cu putere de rezdufoarte mare, s-aagit c liniile spectrale au o
structud mult mai compleX, alcituind ga-numita structdr hiperfili a
liniilor spectrale, care s-a putut explica pe bgratezei existetei spinului
nuclear.

Prin moment cinetic total al nucleului, nurgitspinul nucleuluil , se
intelege suma vectori@intre momentul cinetic orbitagi momentul cinetic
propriu al nucleonilor care atuiesc nucleul. Modulul spinului nuclear este
0 marime cuantificai:

\F\z 11 +1) @, (11.3)

unde | este nurarul cuantic al spinului nuclear, care se detetmin
experimental din raportul intensilor componentelor structurii hiperfine.

Pentru diverse nuclekja una din valorile:

Se obser¥ ca nucleele cu nuar de masaA par, au spin intregj sunt
bosoni, iar nucleele cu nd@mA impar, au spin semiintregsunt fermioni.
Proiegia spinului nuclear pe o dirge privilegia Oz este

cuantificati:
I,=m [A (11.4)

Unde m este nurairul cuantic al proiegei spinului nuclear pe axa
Oz, numitsi numar cuantic magnetic de spin nuclearcare poate lu&l +1
valori cuprinse intre— 1 si +1.

11.3. Modele nucleare
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Modelul piciturii trasea statistic nucleoni§i se bazeazpe analogia
dintre nucleusi o picatura de lichid incompresibil. Din aceasta analogie
rezulé ca:

- fortele nucleare sunt f@r de satunge, deoarece se exetcitumai

intre nucleonii invecing

+ densitatea substgm nucleare este constant

- la suprafga nucleului se manifest fenomenul de tensiune

superficia, Tn sensul & asupra nucleonilor affala marginea
nucleului adoneaz doar fotele de atrage ale nucleonilor
interiori;

+ energia de legura pe nucleon este constant

Cu ajutorul modelului de nucleon in forma de apita se poate
explica procesul fisiunii nucleare, stabilitatealeelor, precunsi expulzarea
nucleonilor din nucleu. Dar, regie nucleare, care au loc cu particule
proiectil de mare energie, nu pot fi explicate &ital acest model intrucéat nu
exist suficient timp pentru ca aceaginergie & se impatt pe tai nucleonii.

Modelul paturilor considé@rca nucleonii interagoneaz slab intre ei.
Ca rezultat al acestui model, seiob o distribtie a nucleonilor pe anumite
paturi energetice, asémitor electronilor din atom. Ideea de Bbaa
modelului Tn @Aturi a nucleului condtin aceea & nucleul poate fi descris,
considerand & fiecare nucleon se gua independent Tn campul mediu creat
de restul nucleonilor.

Modelul pturilor nucleare descrie comportarea nucleelsoave,
explica existenta numerelor magice, clarifizomeria nucledr Izomerii sunt
nuclizi care difex prin insyirile lor radioactive.

Modelul generalizat al nucleului reprezind imbinare a modelului
picatura cu cel al pturilor. Conform acestui model, nucleul esteaald
dintr-un miez in form de pictura, format din fturi nucleonice complete,
inconjurat de nucleoni exteriori cuglantre ei si cu miezul. Micarea
nucleonilor exteriori produce deformarea miezulAcest model explig
valorile momentelor magnetice nucleare, precginmspectrul energetic al
starilor de rotaie ale unor nuclee.
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11.4. Radioactivitatea. Legile emisiei nucleare
Radioactivitatea este proprietatea nucleelor unemente de a se

transforma n alte nuclee, prin emisia de raid#fa, beta, gama.

Radigiile alfa sunt nuclee de heIE}JHe. Radiaiile beta sunt electroni

sau pozitroni. Radidle gama sunt unde electromagnetice cu lungimea de

undi de ordin10*t =10 3m.

Soddysi Fajans au stabilit daulegi de deplasare radioactjvcu
ajutorul cirora se poate stabili ce elemente iagter@ prin dezintegrare.

1. Tn urma emisiei unei particule alfa se formean element nou
care este deplasat n tabelul periodic cu dasae la stanga fa de cel care
a emis particula alfa, iar masa atome noului element este mai mica cu
patru unifiti. Formula de deplasare radioaétare forma:

X SAAY +5He. (11.5)

2. In urma emisiei unei particule beta se fornieaz element nou
situat n tabelul periodic cu oasua la dreapta, care are practic masa
neschimbat Elementul care ia gtere este un izobar al elementului care s-a
dezintegrat. Formulele pentru emisia beta negatileeta pozitid sunt:

’}x - zf‘lY +e +v;
(11.6)
AX o AY +et +y,

+

unde e si e" reprezind un electron respectiv un pozitron, iar eusi v
s-au notat antineutringl neutrinul.

Deoarece in cazul dezintagtor radioactive se produce un nam
foarte mare de procese de dezintegrare in unitieanp, aceste fenomene
se supun unei legi statistice.

Daci se admite £ dN nuclee ale unei substenradioactive se
dezintegreax in intervalul de timp infinit de midlt , atunci raportudN /dt ,
numit vitez de dezintegrare, este proponal cu nunirul de nucleeamase

nedezintegrateN , adic:
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N _ . (11.7)
t

Semnul minus arataidN scade un timp. Coeficientt se numgte
constanta radioactiva nuclidului respectiwi araé fractiunea de nuclee
existente ce se dezintegréain unitatea de timp. Constanfa reprezini
probabilitatea dezintegii individuale in unitatea de timp a nucleelor une
specii radioactivgi este aceaapentru toate nucleele acelgiapecii.

Numarul de nucledN, ce BEman nedezintegrate din cantitateaiaia
Ng, poate fi stabilit cu ajutorul refiai:

N =Nyexp™. (11.8)

Pentru determinarea constantei de dezintegigrentru a caracteriza
stabilitatea unui element radioactiv se fokbsetimpul de Tnjuratatire T,
care se definge ca fiind intervalul de timp in care naral de nuclee

radioactive caracterizate prin constanta de degiate A se reduce la

jumatate. In acest caz reia (11.9) devine:

_ N _ 1
—O =Nyexp"; —=exp? ==;
p 0P N, P 2
(11.9)
AT =iz, T=12_069
A A

Pentru durata medie de viata a fiec nucleu t=1/A, timpul de

Tnjumatatire devineT = 0,693t

Aplicatii
11.1. S se calculeze energia degajatin formarea a 4,003-10°%kg
de heliu din protonigi neutronii corespuritori.
R: W, =|z0n, +(A-Z)m, - M3|@31478veV;
WENA-Wo=173,92-10"MeV.

11.5. Interactiunea radiatiilor nucleare cu substarna
La trecerea prin substginse pot produce trei feluri de intetami:

nucleare puternice, electromagnetice, slabe.
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Interaciunile tari au loc intre hadroni, care cuprind baii, pionii si

mezonii K ; acestea sunt de ordinul déinme al interagunilor din nucleusi
au o durata d&0 *°s.

Interagiunile electromagnetice dureaz0*°s si se realizeazprintr-
un schimb “virtual” de fotoni. Interaicinile slabe au o durata de

10 +107'% si se manifest intre leptoni care cuprind electroni, neutsni
miuoni.

intre particule exigt si interagiuni foarte slabe, de natur
gravitaionak, care se presupuné se produc prin intermediul unei particule
de mas foarte mi@, numit gravitonsi care, experimental, nu a fost pus
evidena.

Interaciunile particulelor grele firiccate electric au ca rezultat
ionizareasi excitarea atomilor substgm stibatute.

b

Rimin R
Figura 11.2
Particulele cu mas mare sunt deviate pgo dupi ciocnirea cu
electronii, deci traiectoria lor este practic limiaLa energii micisi medii,
principalul proces il constituie ionizarea, energi@die necesarformarii
unei perechi de ioni este migi de aceea, pentrk<R,,, &a cum se

obserd in figura 11.2, intensitatea fluxului de particutamane constant
Parcursul depinde de natugade energia particulei, precugh de natura
substarei stabatute. La energii mari, particulele grele produc ctea
nucleare.

Trecerea electronilor prin substandetermi, la energii mici ale
electronilor, pierderi de energie prin ionizaredstanei. La energii mari,
deplasarea accelefiad electronilor duce la emisia ratiga de franare, ceea
ce reprezirit de fapt o pierdere de energie a electronului, oaate a

depladrii sale. Radiga de franare este radi@ electromagnetic emigi n
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procesul de mgcare incetinit a particulelor ingrcate cu sarcina electiic
Pierderea de energie prin raghade franare cite cu nirirea nunirului
atomic al substgai stiébatute si cu energia electronilor. Traiectoria
electronilor este sinuoasiar atenuarea se face dup lege aproximativ
exponefiala (fig.11.3).

Atenuarea radigei gama are loc legea expofefi:

I =1,exp*, (11.10)
undely este intensitatea radi@ incidente,l este intensitatea radiei dup
traversarea unui mediu de grosimear L este coeficientul de absoidy care
depinde de natura materialului absorbant. Atenuaeshaiei gama este
reprezentdt in figura 11.4, iar coeficientul liniar de ateneian, este
dependent de energia fotonilor.

| |
b

N|s—

X
R X d

Figura 11.3 Figura 11.4

Procesele care intervin la intetiacea radigei gama cu materialul

absorbant sunt: efectul fotoelectric, efectul Camnpi generarea de perechi
in care un foton, cu energia mai mare deidd¢V , la trecerea prin campul

unui nucleu, generean pereche electron-pozitron.
y - e +e';
H=HE + Hc + I“lp .

La energii mari, fotonii pot produce readotonucleare.

11.6. Readi nucleare
Reaciile nucleare sunt procesele care se produc n umtegaciunii
nucleelor cu alte nuclee, cu ragii@orpusculare sau cu radiacorpusculare

sau cu radi@ electromagneticesi care au ca efect, fie transformarea
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nucleelor iniiale, fie modificarea $§tii lor energetice. Ecuam unei reagi
nucleare este:

X +a - Y +bsauX(a, b)Y (11.11)
unde X reprezini nucleul tinta, a este particula proiectily reprezini
nucleul rezultati b este particula emergént

Readiile nucleare fundamentale, rélke (11.11), includ diverse
processi anume:
« daa X =Y si a=b, se produce o impgtiere elastid daa asi b
nu-si schimB starea interisi variazi doar energia cineticsi o
imprastiere neelasti; daé se modifi@ starea interna a
particulelor care se ciocnesc;
« daa X #£Y are loc o transmuti@ nucleai;
- daa a = fotonsi b# foton se produce o re@e fotonucleat;
- daa a# fotonsi b= foton, se produce o captura radiativ
La scrierea reailor nucleare se respectconservarea nuinului
atomic si a nundrului de mas. Readile nucleare satisfac legea de
conservare a momentului cinetic total, legea deseprare a impulsuluii a

energiei totale. Pentru rggc(11.11) legea conseiv energiei totale este:
Mox €% +Ty + My, [€% +T, = Mgy [6% +T, +my, [6° +T,
unde My, My, Mgy, My, sunt mase de repaus ale participanla readgii,
iar T este energia cinetic Readile nucleare se produc cu emisie sau cu
absorhie de energie.
Energia de reae Q este dat de expresia:
Q=(T, +T,)-(Tx +T.)= [(Mox + My, )= (Mgy + nbb)] e?
Dac Q >0, reagia este exoenergeiiciar daé@ Q<0, reatia este
endoenergetic
Modul de desfsurare a regdlor nucleare se poate explica prin
mecanismele de rege. Pentru nuclee c > 10 si energia particulelor pén
la 50MeV, se poate aplica mecanismul nucleului compusfocm ciruia

reatia se desfkoam in doua etape. In prima etgpparticula proiectil

patrunde Tn nucleu, interéioneaz cu nucleonii acestuia, le cedéamnergia
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care este distribuituniform tuturor nucleonilor, astfel incat se foameun

nucleu intermediar puternic excitéxc). in acest caz:
X+a-(X.)-Y+b

Viata nucleului intermediar este relativ lupgde 10°s fata de

durata de interaiwne nucleat care este aproximatil0*’s.

In a doua etap se produc fluctuii ale distribuiei energiei intre
nucleoni, Tn urma @ora se poate crea o riounicroparticul, care este
expulzai de dtre nucleul intermediar. Astfel, un nucleu interniagde poate
dezintegra in mai multe moduri.

De exemplu:

Ssznvn
SSCu+iH - (gf;Zn) ~ 18 Zn+24m;
2aCU+N+1p

Reatiile nucleare cu o semnifide deosebit sunt fisiuneasi
fuziunea nuclear

Fisiunea nucledr este o rege exoenergeti; care congt in
scindarea unui nucleu greu In dosau mai multe nuclee de mase
comparabile. Reai@ este produsde neutroni, dar exista cazuri cand este
declagati de particule alfa, protoni, deutroni, fotoni gaseu se realizeaz
spontan. Energia elibe@atin reatia de fisiune se distribuie nucleelor
emergente, precusi neutronilor care rezditdin reagie.

Explicarea reatei de fisiune se face pe baza modelului nuclear al
picaturii. Se consider ca prin captura unui neutron, se realizean nucleu
intermediar puternic excitat; in aceasta stareicgira nivelelor energetice
ale nucleonilor disparai nucleul se compait ca o piatura de lichid.
Stabilitatea nucleului este determihatde echilibrul dintre energia
superficial si energia de respingere electrostatic

Diviziunea nucleului fisionat este foarte vaiigitin general cele dau

fragmente posedmasesi energii diferite. S-au identificat peste 80 degsi
finali ai fisiunii nucleului de’35U ale cror numere de masse grupeazin

jurul valorilor 95 si 139. Un exemplu de fisionare este:
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235 ), 1, 140y, 94 o)1
55U +gn - geXe+3gSr+(2+3)gn

Produsele de fisiune, posedand un exces de neusedezintegreéz
emitand radigi B, fotoni gamasi neutroni intarzid. in anumite condii de
dimensionare a substan fisionabile precunmsi prin confegionarea unor
perei reflectani, se ajunge la sity@ in care se realizeaanasa critié@ si
atunci neutronii secundari trazi noi acte de fisiune producand o réaén
lant. Masa criti@ reprezind cantitatea minirh de material fisionabil care
asigura dezvoltarea unei réiaaucleare in lan

Reactorul nuclear este o inst#ain care se efectueap reatie de
fisiune controlat.

Prin fuziune nuclear se inelege procesul de unire a doauclee
avand ca rezultat formarea unui nou nugledegajarea unei mari carititde
energie, pe seama defectului de @nd3in figura 11.1 rezuit ca reaciile de
sintez ale elementelor smare sunt exoenergetice deoarece in valoare
absolui, energia de legura pe nucleon a nucleului final este mai mare decéat
suma energiilor de létura a nucleelor irtiale. Energia eliberafintr-un ciclu
de fuziune este superi@aselei ohinute Tn cazul fisiunii.

Sinteza a daunuclee goare se face atunci cand energia lor cifietic
este foarte marg poate fi depsita bariera de poteial. In cazul a doi protoni
care se apropie parla o distara egafi cu diametrul lor, este necesaw
vitezi medie corespuamare temperaturii de f0K. Substam aflat in
asemenea condide temperatur se prezirt sub forna de plasra fierbintesi

de aceea reda se numge termonucledr Declaarea reaglor de sintea

se poate producg la temperaturi de aproximat®K prin efect tunel.
Reagiile de fuziune constituie sursa de energie a Soiagiea stelelor.
Dificultatea principala in declaarea reatilor termonucleare este

obtinerea temperaturilor foarte inalte. In caiidie laborator, trebuieisse

realizeze, pe larigtemperatura ridicat o densitate mare, precwnun timp

de existeta a plasmei, in regcde tipul:

SHe+in+ 325MeV;

TH+H -
*He+ip + 403MeV;



TH+3H - JHet+n+17,6MeV,

2H+3H - SHe+{p +1833MeV.
In incercarea de a amorsa ndatermonucleare controlate, s-a
dezvoltat magnetohidrodinamica, care stuilimmportarea plasmei in

campul electromagnetic.

Aplicatii
11.2. Un proton cu energia cineficl10 keV este deviat de nucleul
Hej sub unghiulé?:g fata de direg¢ia incideni. Si se calculeze energia

protonuluisi a nucleului de recul dagmprastiere.

Rezolvare:
Se presupune ciocnirea eIaSti(Q = 0) si ca nucleul tinta era n
repaus Tnainte de ciocnire.
Se scriu legile consedxii energieisi impulsului:
z v’ v’
A oomel M
2 2 2

mv, = v, + My,

m

Se obine:
2

£ = mYL = 60keV:
2
2

£,=M 2 = 40keV.
2

11.3. Marind grosimeaunui strat de apcu 2,5cm, intensitatea unui
fascicul de raze X, transmis, se guiccaz de trei ori. & se determine
coeficientul de atenuare al apei.

Rezolvare:
| =1,
I —u(d+
5 = Ioe /j(d 215)
Deci:
In3 4
=—=043m .
H 25

11.4. S se calculeze energia tatatare s-ar elibera prin fisiunea

complet a unui kg de’s;U . Prin fiecare act de fisiune, se elibeteanergia
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AW =210MeV. Care este masa M a petrolului, cu puterea caloric
q=500"Jkg™, care ar produce acaeanergie prin ardere compiet

11.5. Intensitatea unui fascicul ingust de raidiscade de8 ori dupi
ce stibate un strat de plumb de grosind®4mm. S se calculeze grosimea
de Tnjundtatire a fascicolului incident.

11.6. Si se calculeze energia de recul a nucledfiPb ce se otine

prin dezintegrarea a radionuclidului’ssPb.
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TEST DE AUTOEVALUARE IV

1. O mia bila de aur este uniform iradiétcu radiaie
electromagnetic ultraviole(2=2-107"m), pag la ce valoare a
potenialului electric se poate arca bila ?

a)2V: b) L.6V: ¢) 2,5V d)3V: e)3.5V: f) 46

2.Suprafga unui metal este iluminatcu o radige electromagnetic
de frecvemn ®: =857-10"“Hz i apoi cu o alta de frecven
¥, =55-10"Hz | Se constatci vitezele maxime ale fotoelectronilor in cele
douwa cazuri difeé printr-un factor de
Aflati lucrul mecanic de extréie al acestui metal.
a) 1L6V: p)26V: ¢)3.67: ()46l e)2V: f) 3V.

3.Un fascicul de electroni cade pe un monocristal michel cu
distana interplanat @ = 2,5-107'"m | dupi care este reflectat produce o

retea de difrage. Stiind ca unghiul dintre direga incidens si direcia
i3
. . . B==
reflectat corespunioare maximului central de difrae 3, S se arate
care este poteialul accelerator:

a)36,5V; b)40,5V; c)4L5V ; d)46,5V; ¢)26,5V; f) 30V.

4. Tntre picile unui condensator plan paralejeaat orizontal, cu
100V

. . A . . E=—— - - N
intensitatea campului Tntre 3gi, m , se afi in echilibru o pidtura
sferica de aja cu razar = 61 . Si se determine care este riral sarcinilor
elementare pe care le poseiicatura:

a) 254742 electroni; D) 54742 electroni; ¢) 645772 electroni; d)
254775 electroni; e) 154772 electroni; f) 44575tabni.

5.Mirind grosimea unui strat de @gu 22 ¢™ intensitatea unui
fascicul de raze X, transmis, se guiceaz de trei ori. § se determine care
este coeficientul de atenuare al apei:

a) 0439 em™; p) 049cm™: ¢) 0343 cm™; () 050ecm™: g)
05cm™: f) 0,934 cm™
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SOLUTIILE TESTELOR DE EVALUARE

TESTEIl. 1.b; 2.a; 3.e;4.c;5.d; 6.f; 7.a; 8.e; 9.c; 10.1.

TESTE Il. 1.a; 2.c; 3.f 4.f,5.c; 6.a; 7.b.
TESTE lll.1.a; 2.b; 3.b; 4.f; 5.c; 6.a; 7.b; 8.e; «; 10.c.TESTE

TESTE IV. 1.b; 2.a; 3.a; 4.a; 5.a.
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15.
16.

17.
18.
19.
20.

21.
22.

23.
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